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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Основой для настоящего учебника элементарного курса теории 
чисел послужило 2-е издание моего украинского учебника «Теорія 
чисел», ДНТВУ, 1936. Первые пять глав остались в основном 
те же, что были и в украинском издании. В первой главе не- 
сколько расширены параграфы о простых числах; в остальных 
главах исключены параграфы, напечатанные мелким шрифтом, 
содержание которых выходит за рамки обычного элементарного 
курса теории чисел. Шестая глава украинского издания («Квадра- 
тичные формы») исключена совершенно, ибо она не входит в офи- 
циальную программу курса теории чисел. Вместо неё даны две 
новые главы: гл. М1 — «Некоторые сведения о квадратичных фор- 
мах» и гл. УП — «Работы по теории чисел русских и советских 
математиков». 

В основном в настоящий учебник включен тот материал, кото- 
рый имеется в официальной программе по теории чисел для фи- 
зико-математических и механико-математических факультетов го- 
сударственных университетов, изд. 1952 г. (автор А. Гельфонд). 

Предназначается этот учебник для начинающих изучать теорию 
чисел студентов физико-математического факультета, математи- 
ческого отделения университета или пединститута, — будущих 
преподавателей математики в средней школе. Поэтому изложение 
курса — элементарное, насыщенное многочисленными числовыми 
примерами, уясняющими теорию. В конце каждой главы, кроме 
седьмой, даются упражнения, в большей своей части тоже вы- 
числительного характера. Обращено внимание на вещи, обычно не 
входящие в учебники теории чисел, но необходимые для препода- 
вателей математики средней школы, например, десятичные периоди- 
ческие дроби, признаки делимости; подробно изложена теория 
цепных (непрерывных) дробей. 

Последняя, седьмая глава имеет характер обзора: только об 
оценке числа простых чисел Чебышева сказано довольно подробно. 

В заключение считаю своим приятным долгом выразить бла- 
годарность профессору Г. И. Дринфельду, который оказал мне 
любезность, просмотрев рукопись и сделав ряд ценных замечаний. 
Проф. А. Сушкевич 


Харьков, | августа 1953 г. 


ГЛАВА 1 
О ДЕЛИМОСТИ ЧИСЕЛ 


$ 1. В дальнейшем под буквами а, Ё, с, ... х, у, ...а, В, ... 
мы будем подразумевать только целые числа, которые могут быть 
положительными или отрицательными, известными или неизвест- 
ными, постоянными или переменными. Из элементарной арифме- 
тики известно, что сумма, разность и произведение целых чисел — 
тоже целые числа, тогда как частное двух целых чисел в исклю- 
чительных только случаях есть целое число. Мы докажем для 
целых чисел следующую основную теорему: 

Теорема 1. Если а и ё два любых целых числа и 6-20, то 
можно найти такие целые числа д и г, что будет: 


а = 09 + 7, (1) 


при этом 0=/7< |6 |*); ги д определяются однозначно. 

Доказательство. Предположим сначала, что а > № > 0. Рас- 
смотрим кратные числа 6, т. е. числа: 1.6 = 6, 2.6, З.Ь, ... 
вообще ^.б. В силу известной аксиомы Архимеда, при доста- 
точно большом Ё будет: А.Б > а. Следовательно, найдется такое 
натуральное число 4, что окажется: 69 а, тогда как 6 (9 + 1) >а. 
Обозначим: а—69 = ғ; очевидно, г>0; отсюда: а = 09 +- г, но 
(а 1) = 69 +6 >а, т. е. 09 +6 > 09 +; таким образом: 
е< 6. Для этого случая теорема доказана. 

Если а=0 > 0, то 9 = 1, г = 0; если В >а>0, то д = 0, 
г=а. Если а<0, Б> 0, то найдем: |а| = 69 г, а следова- 
тельно: а= 0 (—9) —г; при ~ = 0 формула (1) доказана. При 
ғ 0 обозначим: Ё — г = г; О < < 0; г = 6 — ғ и получим: 


а = 6 (—9) — ви: =6(—9— 1) 71; 


это — та же формула (1), ибо 0 < л < 0. 
Наконец, при 6 < 0 имеем по доказанному: 


а= |519 +7; 057 < |6]; 


*) Через |х] мы, как обычно, обозначаем абсолютную величину числа х, 
т. е. при х> 0 [| = х; при х <0 |х| = — х; |0 = 0. 
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следовательно: 
а = 0 (—9) + г, 


т. е. получаем опять формулу (1). 
Докажем теперь, что 9 и г определяются однозначно. 
Пусть мы нашли двумя способами: 


а = 9 4+7 = т, где 057 < |0, = < [| 


отсюда: 
рд — 691 = и; 0(9 — 91) =" — Г. 


Здесь правая часть меньше, чем |6 | по абсолютной величине, 
тогда как левая часть делится на 6; следовательно, уу — Г = 0, 
ғу =Г, 91 = 9 и теорема | доказана вполне. 

Замечание. Нахождение чисел д и г при данных (положи: 
тельных) а и ё — обычное «деление с остатком» натуральных 
чисел, которому учит элементарная арифметика. Здесь мы строго 
доказали существование чисел 0 и г для произвольных целых 
чисел а и ё; 9 — неполное частное, г — остаток от деления а 
на 6. 

Деля обе части равенства (1) на 6, получим: 


а Г 
=9+у. (2) 


Здесь левая часть (при |а|>6 > 0) — неправильная дробь, 

Г 
тогда как -- всегда правильная дробь; формула (2) представляет 
выделение целой части из неправильной дроби; 9 — целая часть 


а 
дроби т: она обозначается: 


Замечание. Вообще, если х — любое вещественное число 
(рациональное или иррациональное, положительное или отрица- 
тельное), то его целой частью [х] или Е (х) называется такое це- 
лое число [х], что: [х= х < [х|-- 1. При х — целом [х] = х. 

Подобно же вводится обозначение: (х) = х — [х]; {х} — дробная 
часть числа х; всегда {х;>0. Наконец, через (х) обозначают 
расстояние числа х до ближайшего к х целого числа, т. е. абсо- 
лютную величину разности между х и ближайшим целым числом 
к х, т. е. наименьшее из чисел: {х} и 1 — {х}. 

Интересен случай, когда г = 0; тогда формула (1) дает а = 09, 
ИЛИ -> = 9. В этом случае говорят: а делится на 6 (т. е, делится 
без остатка), Б — делитель или множитель числа а; а — крат- 
ное числа Ё. 

$ 2. Теорема 2. Если а делится на №, а В делится на с, то 
и а делится на с. 


Доказательство. Это вытекает из ассоциативного закона для 
умножения: имеем: а = 69, 6 = с9, следовательно: 


а == (с91)9 = с(991). 


Теорема 2 выражает так называемый «закон транзитивности» 
для делимости. 

Теорема 3. Если а1, а», ... а, делятся на с, а д, Хх, ... Хь 
любые (целые) числа, то и аху + ах. 4 ... 4 ах, делится на с. 

Доказательство. Это вытекает из дистрибутивного закона: 


а ббчь 5605. оар Об," 
отсюда: 


ах + ах |... аһ = С(61х, + б --... 6х»). 


Теорема 4. Если а делится на 6, то вообще --а делится на 
--6, в частности |а| делится на |6]. 

Доказательство. а = 09 = (— 6) (—9); —а= 6 (—9) = (—6)9. 

Теорема 5. Каждое число делится само на себя. 

Доказательство. а = а · 1. 

Теорема 6. --| — делитель всякого числа; кроме --| нет чи- 
сел, имеющих такое свойство. 

Доказательство. а = 1 · а = (—1) (—а). Если а — делитель вся- 
кого числа, то и | делится на %; но | делится только на +1. 

Теорема 7. 0 делится на всякое число; кроме нуля нет чисел 
с таким свойством. 

Доказательство. 0 = а · 0; если а + 0, то а не может делиться 
наа- 1. 

Теорема 4 позволяет в вопросах делимости ограничиться только 
положительными числами. В данной главе мы поэтому будем под 
буквами подразумевать не только целые, но и положительные 
числа. Говоря, например, о делителях числа, мы будем иметь 
в виду его положительные делители. Вообще в вопросах дели- 
мости числа а и —а играют одну и ту же роль; такие числа 
(различающиеся знаком или множителем — 1) называются ассо- 
циированными. 


$ 3. Общее наименьшее кратное. Пусть а], а», ... а, — дан- 
ные (целые, положительные) числа; их произведение аа» ... а, 
делится на каждое из них, т. е. является их общим кратным. 
Таких общих кратных — бесчисленное множество, ибо Раза» ... а, 


при любом целом Е — тоже общее кратное данных чисел; число 0 
тоже их общее кратное. Следовательно, существует наименьшее 
положительное кратное этих чисел. Это — так называемое общее 
наименьшее кратное; обозначим его через т. 

Обозначают: 1/7 = М(а1, а», ... а,) = (а, а», ... а}. 

Очевидно, 0 < ма, ... а,. 

Пусть т; какое-нибудь иное общее кратное тех же чисел 
а1, 4, ... ал; делим т на т и получаем по теореме 1: 


ту = таг; Ог < т. 


Отсюда г = т — тд, и по теореме З мы выводим, что г — 
тоже общее кратное чисел а, 0, ... а,. Ног<т, а т — наи- 
меньшее общее кратное; следовательно, г = 0, и мы получаем: 

Теорема 8. Среди всех кратных нескольких данных чисел 
всегда найдется такое, которое является делителем всякого дру- 
гого общего кратного этих чисел; это — общее наименьшее крат- 
ное. 

$ 4. Общий наибольший делитель. Любые и (целых положи- 
тельных) чисел всегда имеют общий делитель, равный |. Если 
кроме | (лучше сказать, — кроме --1) они не имеют общих дели- 
телей, то такие числа называются взаимно-простыми. Но может 
случиться, что кроме | данные числа имеют другие общие дели- 
тели (например, если все они четные, то 2 — тоже их общий 
делитель). Во всяком случае число общих делителей данных чи- 
сел конечно, ибо каждый из них (по абсолютной величине) не 
может быть больше наименьшего из данных чисел. Пусть 4’, а”, 
а", ... все (положительные) общие делители данных чисел и 


а=мМ(а’. а". а"....). 


Каждое из данных чисел 0}, а5, ... а, — общее кратное всех 
делителей 4’, а", а", ..., а следовательно (по теореме 8), де- 
лится и на 4. Таким образом, 4 — тоже общий делитель всех 


т 


данных чисел, т. е. входит в совокупность чисел 4’, 0”, а ,... При 
этом 4, очевидно, наибольший из всех этих делителей, ибо он 
делится на каждый из них. Обозначим: 


Ч (ача оаа бо) 

Итак: 

Теорема 9. Между всеми общими делителями данных чисел 
имеется такой, который делится на всякий другой общий дели- 
тель этих чисел: это — общий наибольший делитель данных чисел. 

Теорема 10. Число 4 тогда и только тогда общий наибольший 


делитель чисел а, 9, ... а,, когда частные 2, 2, ее 2 — 
взаимно-простые. 
Доказательство. |. Пусть а = Р (а, а,, ... а,) и пусть част- 
ные 2. 2. г. =? имеют общий делитель 9 > |. Тогда, следова- 
а 9% ат 


тельно, частные — целые числа, т. е. а, а, ... а, 


4’ 0° ``‘ 
имеют общий делитель 45 > 4, а это противоречит тому, что й — 
общий наибольший делитель. 


о Ц а а, ап : 
· Пусть теперь числа т, 7, ... т взаимно-простые; пусть 
9 не наибольший общий делитель; тогда по теореме 9 Р (а;, а, ...а,) 
а а а а а 
имеет вид: 45 5 а 1:6, 2 = 2:6, 1..0 = 
Д ‚ где ё > 1. Но тогда а б, в = 5. 75 


а Ў _ 
= :8 — целые числа, т. е. 8 >> | — общий делитель чисел 71 у 


2» аһ 

Я 9 з.е а у 

простые. 
Теорема 11. Если 4 = р (а, а, ...а,), то О (аР, ак, ... а.) = 


что противоречит тому, что эти числа — взаимно- 


а а а а 
= а, р (а р Е р = = (последнее — в том случае, если е — 
один из общих делителей чисел а], 0, ... а,). 
а а а: 
Доказательство. Это следует из того, что 5 = —- = ^^ на 


основании теоремы 10. 
$ 5. Рассмотрим случай, когда даны два числа а и 6. Пусть 
т = М (а, 6); по теореме 8 аб делится на т. Обозначим: 


ар 


т — 0: 
отсюда: 
а т. в т 
д ба «а 


Правые части, а значит, и левые — целые числа, следовательно, 
а — общий делитель чисел а и 6. Пусть 4’ — какой-нибудь дру- 
гой их общий делитель, тогда: 


аб Б а 
аба 


б 
те. т’ = 55 — общее кратное чисел а и Ё. Оно по теореме 8 
делится на т: 
йа 0000. 0 
т аа а’ 
Это — целое число, т. е. 4 делится на 4’, значит (см. теорему 9) 
4 — общий наибольший делитель чисел а и ё. 
Итак: 
Теорема 12. Если т = М (а, 6), а = р (а, 6), то 


аф = та. (3) 


При 4 = 1 из (3) непосредственно вытекает: 

Следствие. Числа а и 6 взаимно-простые тогда и только тогда, 
когда их общее наименьшее кратное равно их произведению. 

Заметим, что если число данных чисел больше двух, то эта 
теорема неверна: общее наименьшее кратное взаимно-простых 
чисел может и не равняться их произведению. Например: 


р (6, 4, 9) =1, тогда как М (6, 4, 9) =36<6.4-9. 


В дальнейшем мы к этому еще вернемся (см. теорему 17). 

8 6. Теорема 13. Чтобы найти общий наибольший делитель 
нескольких чисел, можно сначала найти общий наибольший дели- 
тель каких-нибудь двух из данных чисел, затем найти общий 
наибольший делитель этого найденного и какого-нибудь третьего 
из данных чисел, далее найти общий наибольший делитель этого 
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найденного во второй раз и какого-нибудь четвертого из данных 
чисел и т. д. Последний из найденных таким образом делителей 
и есть общий наибольший делитель всех данных чисел. 

Доказательство. Достаточно доказать эту теорему для трех 
данных чисел а, 6, с. Аналогично она доказывается и для боль- 
шего числа данных чисел. Итак, пусть О (а, 6) =е, р(е, с) = а; 
по теореме 2 аи 6 делятся на й, т. е. 4 — общий делитель для 
а, 6, с. Пусть 4’ — какой-нибудь другой общий делитель тех же 
чисел; тогда (по теореме 9) е делится на 4’, а следовательно (по 
той же теореме 9), и 4 делится на 4’, т. е. 4 — общий наиболь- 
ший делитель чисел а, 6, с. В виде формулы: 


Р (а, 6, с) = ”Р(р (а, Б), с). 


Аналогичная теорема существует и для общего наименьшего 
кратного. 

Теорема 14. Чтобы найти общее наименьшее кратное несколь- 
ких чисел, можно сначала найти общее наименьшее кратное двух 
из них, затем найти общее наименьшее кратное этого найденного 
и третьего из данных чисел и т. д. Последнее из найденных 
кратных и есть общее наименьшее кратное всех данных чисел. 

Эту теорему тоже достаточно доказать только для трех данных 
чисел а, 6, с. Доказательство, вполне аналогичное доказательству 
теоремы 13 (только вместо теоремы 9 приходится ссылаться на 
теорему 8), мы предоставляем читателю. 

И эту теорему можно выразить формулой: 


М (а, 6, с) = М(М(а, 6), с). 


Таким образом, нахождение общего наибольшего делителя 
(или общего наименьшего кратного) нескольких чисел сводится 
к нахождению общего наибольшего делителя (или общего наи- 
меньшего кратного) только двух чисел. О практическом способе 
нахождения общего наибольшего делителя двух чисел мы скажем 
в следующей главе. 

$ 7. Теорема 15. Если аб делится на с, аа и с взаимно- 
простые, то 6 делится на с. 

Доказательство. аб делится на а и на с, а следовательно (по 
теореме 8), и на их общее наименьшее кратное, которое по след- 
ствию из теоремы 12 равно их произведению: М(а, с) = ас; сле- 


аб Б 
довательно, = == — — целое число. 


Теорема 16. Если а и с — взаимно-простые, то: 
Р (а6, с) = Р” (6, с). 
Доказательство. Пусть Р (6, с) = 4; тогда и аб делится на 4. 
Обратно, пусть 2 (аб, с) = 4; имеем О (а, а) = 1, ибо иначе (по 
теореме 2) а и с не могли бы быть взаимно-простыми. Следова- 


тельно: аб делится на 4, но а и 4-— взаимно-простые; по тео- 
реме 15 в таком случае и 6 делится на 4. И теорема доказана. 
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Заметим, что теорема 15 — частный случай теоремы 16, — 
при а = с. 

Если не только Р (а, с) = 1, но и Об, с) = 1, то теорема 16 
дает: 

Р” (аб, с) = 1. 

Значит: 

Следствие 1. Если с взаимно-простое с а и с 6 отдельно, то 
с взаимно-простое и с произведением 00. 

Это следствие непосредственно обобщается и на несколько 
множителей. 


Следствие 2. Если каждое из чисел а1, а.,... ам взаимно- 
простое с каждым из чисел 6,, 6.5,...6,, то и произведения 
а... Чт И 6165... 6, взаимно-простые. 

Если а = 05 =... = а} и 0 = 0, =... =6,, то получаем: 


Следствие 3. Если а и 6 взаимно-простые, то и всякая сте- 
пень а взаимно-простая со всякой степенью б *). 

$ 8. Исследуем теперь, в каких случаях общее наименьшее 
кратное нескольких чисел равно их произведению. Пусть даны 
три числа а, 6, с. По теореме 14, чтобы найти М (а, 6, с), мы 
сначала находим М (а, 6); если М (а, №) < а6, тои М (а, 6, с) < абс. 
Следовательно, должно быть М (а, 6) = аб, а поэтому (по след- 
ствию из теоремы 12) О (а, Б) = 1. 

Далее, будем иметь: М (а, 0, с) = М (ар, с); чтобы это равня- 
лось абс, должно быть О (аб, с) = 1, аотеюда, очевидно, Д (а, с) = 1, 
р (Б, с) = 1. Таким образом, каждая пара чисел а, 6, с взаимно- 
простая, или, как говорят, числа а, 6, с «попарно взаимно- 
простые». 

Обратно, пусть теперь дано, что числа а, 6, с попарно взаимно- 
простые; в таком случае М (а, Б) = аб. По следствию 1 из тео- 
ремы 16 аб и с тоже взаимно-простые, значит: М (а, Ё, с) = 
= М (26, с) = абс. 

Это непосредственно обобщается и на несколько чисел. 

Итак: 

Теорема 17. Общее наименьшее кратное нескольких чисел 
тогда и только тогда равно их произведению, когда эти числа 
попарно взаимно-простые. 

Следствие. Если число с делится на каждое из чисел а1, а.,... а», 
а эти числа попарно взаимно-простые, то с делится и на произ- 
ведение 010» ... а,. 

Это вытекает непосредственно из теорем 17 и 8. 


$ 9. Некоторые приложения. |. Пусть х — целое число; дока- 
т -- 
жем, что если Ух не целое число, то этот корень не может быть 


5 и... а 
и рациональной дробью. Предположим, что Ух = т, где т — несо- 


*) При этом, конечно, подразумевается, что показатели всех наших сте- 
пеней — целые положительные числа. 
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т 
кратимая дробь, т. е. О\(а, б) =1. Тогда х = т › и по след- 


ат 
ствию З теоремы 16 дробь г, тоже несократима, а следовательно, 
не может равняться целому числу х при ё >21. 
Вообще, алгебраическое уравнение п-й степени с целыми коэф- 


фициентами и с коэффициентом при высшей степени равным еди- 
нице не может иметь рациональных дробных корней. 


Пусть 
Иа ой (4) 
а ә 
такое уравнение и х = + его рациональный корень, причем 


ГЮ (а, Б) = 1. Подставляя это значение х в уравнение (4) и умно- 
жая обе части на 02", получим: 


с. -- 00% -- а,Ва"? +... - аб" = 0. 


Здесь при ё >> 1 первое слагаемое — дробь (по тому же след- 
ствию 3 из теоремы 16), а все остальные — целые числа; такая 
сумма не может равняться нулю. Следовательно, должно быть 
р = 1, т. е. х = а — целый корень. 

Заметим, что корни уравнения типа (4), если они не рацио- 
нальны, называются целыми алгебраическими числами. 

2. Рассмотрим биномиальный коэффициент: 


(2) 2000 в... бе 
Фу 1.2.3 ...а 


при ё > а. Имеем: 


обозначают еще: 
ВА ==; (2 = 0 при а>6. 


Непосредственным вычислением легко вывести формулу: 


Ь Ь—1 0-1 
2) (0) 60). 5 
Отсюда методом полной индукции выводим, что н всегда 
целое число. Далее, имеем: 


р В (6—1 
ер 9 
Пусть 6>а и р(а, Б) = 1. Из формулы (6) следует, что 


р. ра. делится на а, а следовательно, по теореме 15 ар 


делится на а. Но тогда из формулы (6) вытекает, что (5) делится 
на 0. 


П 


Таким образом, при взаимно-простых а и № | А делится на 6. 


$ 10. Простые числа. Среди всех целых чисел выделяются 
числа +1 и 0; +1 имеет только один делитель 1 *); О делится 
на всякое целое число, т. е. имеет бесчисленное мңожество дели- 
телей. Всякое другое целое число а имеет по крайней мере двух 
делителей: 1 и |а|; если оно кроме этих двух делителей не имеет 
больше ни одного (целого) делителя, то называется простым; в про- 
тивном случае оно составное. 

Если р — простое число, а а — какое-нибудь другое (целое) 
число, то общий наибольший делитель чисел а и р равен или р 
или |, ибо иных делителей р не имеет. Отсюда получаем: 

Теорема 18. Всякое целое число или делится на данное про- 
стое число р, или взаимно-простое с р. 

А отсюда по теореме 15 следует: 

Теорема 19. Произведение (двух или нескольких чисел) делится 
на простое число р тогда и только тогда, когда по крайней мере 
один из сомножителей делится на р. 

Это весьма важное свойство простых чисел может служить 
новым их определением. Ибо легко видеть и обратное: если про- 
изведение двух чисел делится на р тогда и только тогда, когда 
один из сомножителей делится на р, то р — простое число. 

Действительно, пусть р = аб; но р, т. е. аб делится на р, 
т. е. один из сомножителей, например а, делится на р, т. е. 
а= р, 6 = +1; иных разложений р не может иметь, оно — 
простое. 

Очевидно, что всякое составное число а (а == 0) имеет конеч- 
ное число делителей. Пусть 4 — наименьший делитель числа а, 
который >>1 ; легко видеть, что 4 — простое число, ибо всякий 
делитель К > | числа д был бы делителем и а, а 4 — наименьший 
делитель числа а. 


Таким образом: 

Теорема 20. Всякое целое число кроме единицы имеет по 
крайней мере один простой делитель. 

Итак, пусть а делится на простое число р, а = рау; а тоже 
имеет по теореме 20 простой делитель 0, а! = да, откуда: а = рда»; 
подобно же и а, имеет простой делитель Г: а, = Газ, а = рдгаз; 
и т. д. Очевидно: а> а 2> а, >... Но множество целых поло- 
жительных чисел, меньших определенного числа а, конечно. Зна- 
чит, некоторое аһ будет =1, а ар, — простое число. Итак, каж- 
дое составное число есть произведение конечного числа простых 
чисел: а = рог... 

Докажем, что такое представление числа а возможно только 
одним способом. Пусть мы нашли два представления: 


а = рд!’... = р1д 1..., (7) 


*) Мы имеем в виду только положительные делители, 
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здесь: р, 9,7, ... р, 91, Га, ... — простые числа. Из (7) видно, что 
р:9 171... делится на р; следовательно, по теореме 19 один из 
еомножителей ру, 91, Г:... должен делиться на р. Пусть это бу- 
дет р; но р; — простое число, значит, ру = р, и на р можно сокра- 
тить обе части (7). Получим: 


Г... — 41... 


и аналогично заключим, что 9 равно одному из чисел дл, "1, .. 
например, 9 =0,; и т. д. Таким образом: 
Теорема 21 (основная теорема). Всякое целое число раскла- 
дывается, и только одним способом, на простые множители. 
Конечно, среди множителей р, 4, г, ... могут быть и одина- 
ковые; соединив одинаковые множители в степени, получим раз- 
ложение вида: 


7 


Е ра, 


где р, 9, г, ... — различные простые числа, аа, В, ү, ... — нату- 
ральные числа > |. 

$ 11. Проблема действительного разложения данного числа на 
простые множители — одна из труднейших проблем математики; 
еще не существует практического способа ее разрешения. Прихо- 
дится просто применять способ испытаний. Специальный случай 
этой задачи — выяснить, является ли данное число простым. 
В связи с этим стоит такая задача: найти все простые числа 
в данном интервале. Еще Эратосфен (в ПІ ст. до нашей эры) 
предложил следующий способ нахождения всех простых чисел, 
меньших данного предела А. Выпишем все целые числа, начиная 
с 2, до числа А; в полученной таблице вычеркнем каждое второе 
число после 2, каждое третье после 3 (причем надо считать и те 
числа, которые уже вычеркнуты ранее), каждое пятое число 
после 5, каждое седьмое число после 7, и т. д. Заметим, что 
после каждого этапа таких вычеркиваний первое, остающееся 
незачеркнутым, число обязательно простое, именно, — следующее 
простое, после которого надо снова начинать вычеркивание. Числа, 
остающиеся невычеркнутыми в нашей таблице после всех таких 
вычеркиваний, и будут всеми простыми числами, меньшими, чем А. 
Ибо ведь мы вычеркнули все составные числа, меньшие, чем А. 

Этот метод, называемый «решетом Эратосфена», имеет тот не- 
достаток, что, несмотря на некоторые упрощения, он очень длин- 
ный, если число А велико, а потому и весьма непрактичный. 

Сделаем еще два замечания 0б этом методе. 

1. Достаточно выписать все нечетные числа, меньшие, чем А, 
оставив только вначале 2 (единственное четное простое число), 
и производить указанные выше вычеркивания, т. е. вычеркивать 
каждое третье число после 3, каждое пятое после 5 и т. д. 

2. Дойдя до первого простого числа, которое > У А, следует 
остановиться: все числа, остающиеся невычеркнутыми, — до са- 
мого 4, будут простыми. Это следует из теоремы: 
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Теорема 22. Всякое составное число а непременно делится на 
некоторое число, которое = И а. 

Доказательство. Если а = Бс, то из чисел 6, с одно > Иа, а 
другое < И а, за исключением случая, когда а — точный квадрат; 


тогда может случиться, что в = с = Иа. 

Эта теорема уменьшает число испытаний при определении, 
является ли данное число простым, или при разложении числа на 
простые множители. 

Пример на решето Эратосфена. Пусть А = 100; имеем таблицу: 


2,3,5,7,9.11,13,15,17,19,24,23,25,97,29,31 

33,35, 37,39,41,43,45,47,49,51.53,55,57,59,61 53.55. 

67.69.71.73.75, 7%. 79.81,83.85.81,89,91,93.95,97.99 

Здесь У А = 10; следовательно, надо вычеркнуть каждое третье 
число после 3, каждое пятое после 5, каждое седьмое после 7 
и на этом остановиться. Все числа, оставшиеся невычеркнутыми, — 
простые. Мы видим, что их в первой сотне 25. 

$ 12. Сколько же всего имеется простых чисел? Еще Эвклид 
за 300 лет до нашей эры доказал такую теорему: 

Теорема 23. Множество простых чисел бесконечно. 

Доказательство Эвклида. Возьмем произведение всех простых 
чисел, начиная от 2 и кончая некоторым простым числом р, 
и прибавим к этому произведению единицу: 

Р =(2.3.5.7... р) +1. 

Число Р не делится ни на 2, ни на 3, ... ни на р, ибо пер- 
гое слагаемое делится на все эти числа, а второе — не делится 
(оно == 1). Следовательно, Р делится на простые числа, большие, 
чем р (или само Р простое число). Значит, существуют простые 
числа, большие, чем любое простое число р, т. е. ряд простых 
чисел беспределен. 

Замечание. Вместо того чтобы прибавлять | к произве- 
дению 2.3.5... р, можно было отнять 1 от этого произведе- 
ния; можно было распределить все простые числа от 2 до р на 
два произведения и взять сумму или разность этих произведений: 


Р, = (р:Рз ... рь) + (914. ... 91); 


число |Р, |< Р или простое, или делится на простые числа > р 
(за исключением случая, когда |Р; | = 1, что может случиться 
при знаке —). 

Доказательство Эйлера. Пусть р, — простое число; имеем: 


І 
ене е (8) 
^ 0 р 
рь Ба 
Этот ряд сходящийся, как сумма членов геометрической про- 


| 
грессии с знаменателем —- < 1. 
А 
Предположим, что множество простых чисел конечно; пусть 
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Рі рә ... ра — все простые числа. Напишем ряды (8) при 
д=|, 2, ... п и перемножим почленно полученные и формул. По 
известной теореме из теории бесконечных рядов произведение 
конечного числа сходящихся рядов с положительными членами 
находят как произведение конечных сумм, умножая каждый член 
каждого сомножителя на каждый член каждого из остальных 
сомножителей. Получаемый таким образом ряд — тоже абсолютно- 
сходящийся, следогательно, его члены можно расположить в лю- 
бом порядке. Общий член этого ряда имеет вид: 
| 


ра Ра" ++ бат, (9) 
где 01, 93, ... 4, — Любые целые показатели > 0. Но по теореме 21 
всякое целое положительное число можно представить, при этом 


однозначно, в виде ртр»? ... р", ибо ведь мы предположили, что 
существует только п простых чисел ри, р», ... рь. Следовательно, 
(9) имеет вид: ——, где т — любое натуральное число, и произ- 


ведение рядов (8) можно представить в виде: 

у, 

р оа. 

71=1 
значит, этот ряд —- сходящийся. Но из теории бесконечных рядов 
известно, что этот так называемый «гармонический» ряд — расхо- 
дящийся, и мы имеем здесь противоречие. Таким образом, наше 
предположение о том, что множество простых чисел конечно, — 
неверно; это множество — бесконечно. 

Замечание. Метод, примененный в доказательстве Эйлера, 
состоит в том, что мы пользуемся понятиями и теоремами из 
анализа. Это — метод так называемой аналитической теории чисел 
(простейший пример аналитического метода); эта ветвь теории 
чисел в своих исследованиях применяет анализ бесконечно малых 
и с помощью анализа доказывает наиболее глубокие теоремы, 
относящиеся к числам, в частности, к простым числам. 

$ 13. Формула Эйлера. Дадим еще один пример применения, 
аналитических методов к теории чисел, — именно, выведем одну 
формулу Эйлера, стоящую в связи с приведенным выше его дока- 
зательством теоремы о бесчисленном множестве простых чисел. 

Если р, — любое простое число, а А 2 1, то имеем: 


1 1 | | 
и а (10) 
| КЫ РА рь А 
В» 
Возьмем все простые числа, не превышающие данного числа М; 
пусть это будут: р, = 2, р. = 3, рз = 5, ... р,. Напишем для них 


формулы (10) и перемножим эти формулы почленно; так как 
в правой части (10) — сходящийся ряд с положительными чле- 
нами, то мы имеем право перемножить эти ряды как обычные 
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суммы и расположить члены произведения в убывающем порядке. 
Получим: 


| 


И 
рў 


о т оа ЕГ ия В т... (0 


> 
| 
— 


Так как р}, р», ... р, — все простые числа, меньшие, чем М, то 
ясно, что в правой части формулы (11) первые М членов будут те, 
что написаны. Далее М < №, < М, < ..., но вообще М, > М + 1, 
№, > М, +1, ..., т. е. уже не все натуральные числа, идущие 
за М, будут встречаться ОДЕ №, п ак 


Но при ё > | ряд 1+5 ЕН = |... — сходящийся, а потому 


при произвольно-малом = о с найти такое натуральное М, 
что будет: 


та ЕТ 


(М +1 
а значит, и подавно: 


ИРИ 


Е 
т рае ТЕ 


Следовательно, при а возрастании значка пу ри, 
т. е. и при беспредельном возрастании М „МЫ ин из фор- 


мулы (11), что бесконечное произведение 


будет сходя- 


= 


АТ 
р» 


щимся и таким образом: 


Теорема 24. ПЕ ны 


Это и есть формула Е По существу она выражает, что 
всякое натуральное число однозначно представляется как произ- 
ведение простых чисел. 

Выведем еще одно важное следствие из формулы (11). Заме- 
тим, что она (как и формула (10), из которой (11) выведена) верна 
и при А = 1. Из нее следует: 


п М 
[> У =. (13) 


у Е 


со 
т =1 


Пусть теперь № увеличивается беспредельно; тогда и п будет 
тоже беспредельно возрастать. Но при № — оо в правой части (13) 
мы получим гармонический ряд, который, как известно, расходя“ 
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щийся. Следовательно, и бесконечное произведение 11222 
11 


А=1 ру 


] 
расходится, т. е. расходится и ряд – Уп (1 м при этом его 
\ 
А=1 


сумма -+ +оо, 


Но (1) е 4 + ‚.. ЗНА... = 


= т < 21 при т< 1. Значит, ряд 5 т. е. "т Уу 


^=1 
расходится. 


Итак: 


1 | 1 ] | 1] 
Теорема 25. Ряд: 9 а Б К ТЕН библ -У1, где р 
пробегает все простые числа, — расходящийся. 
$ 14. Мы видели, что в интервале от | до 100 (в «первой 
сотне») имеется 25 простых чисел. Далее, простые числа распре- 
деляются следующим образом: 


Простых 
От До чисел 
101 РР. 21 
201 ЗОО А, Пр Е ааа 16 
301 А00 оа оаа а 16 
401 О ыы еше 17 
501 ООО и аа а х 14 
601 ТОО вк, № вая 16 
701 ООо ам Аат 14 
801 ОООО 15 
901 Н тичаи 14 


Всего в первой тысяче (от 1 до 1000) 168 простых чисел 


во второй » (» 1001 » 2000) 135 » » 
в третьей » (» 2001 » 3000) 127 > » 
» четвертой » (» 3001 » 4000) 120 » у 
» ПЯТОЙ » (» 4001 » 5000) 119 » » 
» шестой » (» 5001 » 6000) 114 у » 
» седьмой » (» 6001 » 7000) 117 » » 
» ВӨСЬМОЙ » (» 7001 » 8000) 107 » у 
» девятой » (» 8001 » 9000) 109 » » 
» десятой » (» 9001 » 10000) 112 » » 


Всего от 1 до 1000 .......... 1229 простых чисел. 


Из этих таблиц видно, что простые числа распределены по от» 
дельным сотням и тысячам весьма неправильно, но вообще, если 
итти от предыдущих до последующих сотен или тысяч, то коли- 
чество простых чисел постепенно уменьшается. Вопрос о распреде- 
лении простых чисел в ряде натуральных чисел—один из сложней- 
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ших вопросов в теории чисел. Знаменитый русский математик 
П. Л. Чебышев доказал, что количество простых чисел, меньших, 
чем х, приближенно дается функцией: 
х 
Ах 
ГЕ • 
2 
(Подробно об этом см. гл. УП). Этот интеграл представляет собой 
особую трансцендентную функцию,-— так называемый «интеграль- 
ный логарифм», — которую нельзя выразить через элементарные 
функции (алгебраические, тригонометрические, показательную и 
логарифм). 

Интересна задача: найти пределы, между которыми находится 
по крайней мере одно простое число. В 1845 г. Бертран (Вег- 
гапа) высказал предположение, что при 2а > 7 между а и 2а — 2 
лежит по крайней мере одно простое число. Это предположение 
доказал П. Л. Чебышев в 1852 г. Высказывались и другие пред- 
положения; так, Дебов (Реѕроуеѕ) предположил, что между и? и 
(п -- 1)? лежит не меньше двух простых чисел. 

Гаусс обнаружил, что 26379-я сотня не содержит ни одного 
простого числа, тогда как 27050-я сотня содержит 17 простых 
чисел, т. е. больше, чем 3-я сотня. Вообще, можно найти как 
угодно большие интервалы, совсем не содержащие простых чисел. 


Так, если р — любое простое число и Р=2.3.5.7... р — про- 
изведение всех простых чисел, кончая числом р, то Р + 2, Р +3, 
Р 4-4, ... Р + р— все составные числа. 


Единственный случай двух соседних простых чисел — это числа 
2 иЗ, ибо из двух соседних чисел одно — четное. Но числа вида р, 
р +2 (т. е. соседние нечетные числа) могут быть оба простыми, 
например, 11, 13; 17, 19; 29, 31; 41, 43; 59, 61; 71, 73; 101, 103; 
107, 109. Такие пары называются «простые числа-близнецы». 
Найдены такие пары и весьма больших чисел, например: 109619, 
109621; 10009871, 10009873; 1000061087, 1000061089. Есть осно- 
вания предполагать, что таких пар «близнецов» бесчисленное мно- 
жество, но это до сих пор не удалось доказать. 

В 1919 г. Брун (Вгип) доказал интересную теорему: если 
простых чисел-«близнецов» и бесчисленное множество, то беско- 


т 1/1 | М 
нечный ряд № Е), взятый для всех пар р, р + 2 про- 
стых чисел-близнецов, — сходящийся. (Напоминаем, что бесконеч- 
24 | © 5 
ный ряд о взятый по всем простым числам, — расходящийся, 


как доказано в теореме 25). 

Интересно обобщение теоремы Бруна, которое дал советский 
математик Б. И. Сегал в 1930 году. Возьмем пары всех простых 
чисел р, р +- 2т, отличающихся друг от друга на определенное 


четное (вооб произвольное) число 2т; ря У 1 | | 
( ще роизволь ‚ ряд р Г р+2т/? 
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взятый по всем таким парам (конечный он или бесконечный), — 
сходящийся. 

Упомянем еще о так называемой проблеме Гольдбаха. Хри- 
стиан Гольдбах (1690—1764) — математик, работавший в Петер- 
бургской Академии наук в 1725—1742 гг. 7 июня 1742 г. в письме 
к Эйлеру он заметил: «повидимому, всякое число, большее, чем 1, 
есть сумма трех простых чисел». 30 июня 1742 г. Эйлер ему 
ответил: «что всякое четное число есть сумма двух просгых 
чисел, я считаю вполне верной теоремой, хотя я и не могу ее 
доказать». 

Эта знаменитая проблема Гольдбаха, над решением кото^ой 
безуспешно бились многие специалисты по теории чисел, была ре- 
шена в 1937 г. выдающимся советским математиком Иваном Мат- 
веевичем Виноградовым. Он именно доказал, что всякое нечетное, 
достаточно большое число представляется как сумма трех простых 
чисел. 

$ 15. Иная проблема, относящаяся к простым числам, — найти 
функцию от переменного х, которая при всех натуральных зна- 
чениях х давала бы простые числа (хотя бы не все). Еще Эйлер 
подбирал такую целую рациональную функцию; его пример: ѓ (х) = 


= х? + х-- 41. Эта функция при х = 0, 1,2, ... 39 дает простые 
числа, но при х = 40: [ (40) = 1681 = 412. Найдены еще функции: 
х? + х 4+ 17 (имеет простые значения при х= 0, 1,2 ... 15); 


2х2 -- 29 (имеет простые значения при х = 0, 1, 2, .“. 28). Но имеет- 
ся такая теорема: 

Теорема 26. Никакая целая рациональная функция от х с це- 
лыми коэффициентами не может для всякого натурального значе- 
ния х равняться простому числу *). 

Доказательство. Пусть при х = а (натуральное число) } (х) = 
== (а) = + р (р — простое). При любом целом г (а гр) делится 
на р, ибо если 


Ех) = вх” 4 а"... а, 
то [(а- 2р) — Ка) = а (а + гр)" — а" + а, (а + гр)" — 
— а"... амер; 
каждый член правой части делится на р и { (а) делится на р. 
Следовательно, (а + гр) = + р, и (а + гр)? — | (а)? = 0 для бес- 
численного множества значений 2, т. е. и тождественно: ѓ (х) = ѓ (а) 


(ибо х= а +4- гр при любом 2 может равняться любому числу). 
Ферма (Еегта{, 1601—1665) высказал предположение, что все 


о 
числа вида 2 +4 1 (при натуральном п) простые. Но это оказа- 
лось неверным: при п = 0, 1, 2, 3, 4 эти числа действительно про- 


стые; но при п = 5: 9° 4 1 = 4294967297 = 641 . 6700417, как 
доказал Эйлер в 1732 г. 


*) Здесь, конечно, исключается случай, когда функция / (х) = р = сопѕзі,— 
постоянно равна простому числу. 
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При п = 12: 22” +1 делится на 7.2“ + 1 = 114689; при 
п = 93: 9 + 1 делится на 5.2 4 | = 167772161. Эти случаи 


разобрал Иван Михеевич Первушин в 1878 г. Число Е | содер- 
жит 2525223 цифры. Для напечатания этого числа обыкновенным 
шрифтом понадобилась бы строка длиною в 5 км или книга обыкно- 
венного формата в 1000 страниц. 

Зельхоф (ЗееШоГР) в 1886 г. показал, что при п = 36 число 


27° -- 1 не простое: оно делится на 5 · 233 | | = 2748779069441. 


236 
Люка (Гиасаз$) вычислил, что это число 2 --| содержит более 
20 миллиардов цифр; строка с этим числом длинее экватора. 


Число 2% | = 2305843009213693951 — простое, как доказал 
И. М. Первушин в 1883 г.; оно долгое время считалось самым 
большим из известных простых чисел. В настоящее время из- 
вестно, что и числа 289 — | и 210 — | простые. Самое большое из 
известных в настоящее время простых чисел: 


2127 | — |70141183460469231731687303715884105727. 


Упомянем еще об одной важной теореме, относящейся к про- 
стым числам: если а и № целые взаимно-простые числа, а пере- 
менная х пробегает целые значения, то форма ах -- $ бесчисленное 
множество раз будет равняться простому числу. Эту теорему до- 
казал Лежен-Дирикле (Іејеџпе-РігісШеі) в 1837 г. методом 
аналитической теории чисел. Выражение ах +- $ есть общий член 
арифметической прогрессии с первым членом 6 и с разностыо а. 
Теорема Дирикле, таким образом, показывает, что среди членов 
арифметической прогрессии, у которой первый член и разность — 
взаимно-простые числа, имеется бесчисленное множество простых 
чисел. 

Частные случаи этой теоремы: при а = 4 существует бесчис- 
ленное множество простых чисел вида 4и + | и бесчисленное 
множество простых чисел вида 4п--3 (вместо 4и |- 3 можно 
взять 4и — 1); при а = З существует бесчисленное множество 
простых чисел вида Зи -- | и бесчисленное множество простых чи- 
сел вида Зи + 2 (или Зи — 1). Заметим, что так как простые 
числа (кроме 2) нечетны, то в формах Зи + 1 п должно быть чет- 
ным и вместо Зи +4- | можно взять форму бп + 1, а вместо Зи — 1 
форму би — 1 (или би + 5). 

$ 16. Пусть т = рф"... — разложение положительного чис- 
ла т на простые множители; пусть 4 — делитель числа т. Тогда, 
очевидно (см. теоремы 2, 19), 4 не может иметь иных простых 
множителей, кроме тех, которые входят в т, и каждый из них 
не может входить в б с показателем, большим, чем тот, с кото- 
рым он входит в т. Следовательно, 4 имеет вид: 


б0р а (14) 
где О<х<а, 0<^<8, О<р<7, ... 
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Обратно, всякое число вида (14), очевидно, делитель т. 


Итак: 

Теорема 27. Число т вида т = р”9°1... делится на 4 тогда 
и только тогда, когда 4 имеет вид (14) (с указанными там усло- 
виями для х, А, № ...). 


Отсюда легко найти число всех делителей данного числа т 
(включая и | и само число 17); именно, в ( 14) х может принимать 
а 4- 1 значений, А может иметь В-- | значений, р-у--1 значе- 
ний, и т. д. При этом разные комбинации значений х, А, в, ... 
дают и разные числа 4. Всего у нас (ә + 1) (8 + 1) (ү 1)... 
разных комбинаций. 

Следовательно: 

Теорема 28. Число всех возможных делителей данного числа 
т = рї ... есть: т(т) = (0 -- 1) (8 ++ ПИ... 

т(т) — функция от т, определенная только для целых поло- 
жительных значений т; такие функции называются арифметиче- 
скими. Заметим, что т (т) зависит только от показателей а, В, ү ..., 
а не от самих простых множителей р, 9, г, ... 


т 29 
Если а = рдм" ..., то = == р" 9 гү, ..; Это — так назы- 


ваемый дополнительный к й делитель числа т. 

Если т = а", то очевидно: а = х, В = АРК, у = ВА, ... и обратно. 

Таким образом: 

Теорема 29. Число т = р"%1 ... тогда и только тогда точная 
Р-я степень целого числа, когда а, В, ү, ... все делятся на ё. 

В частности: 

Следствие. Число т тогда и только тогда точный квадрат, 
когда показатели а, В, ү, ... все четные. 

$ 17. Найдем теперь сумму всех делителей данного числа т. 
Для этого рассмотрим произведение 


(Пр... + Иа... РА и о 
+... т)... (15) 


Каждый из его сомножителей — сумма членов геометрической про- 
грессии. Применяя известную из элементарной алгебры формулу 
для этой суммы, найдем, что произведение (15) равно: 
и 7] 9%" Еу гї! 1] 
р — 1 9—1 г — 1 


С другой стороны, применяя известное правило перемножения 
многочленов, найдем, что (15) имеет вид: 


У рун ..., 


Ау уе а 8 
А ОЕЕО ао ОТ а И от, 
т. е. (15) равно сумме У, 4 всех делителей числа т. 

а 


Следовательно: 
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Теорема 30. Сумма всех делителей числа т = р^0?1 ... есть: 


1+1 8+1 у-+1 
Ир а а а 
© (т) = рі а—1 РИ р ) 


Пример: т = 60 = 2.3. 5; здесь: 


ооа 5) 


7.4.6 = 168. 


Действительно, делители числа 60 следующие: 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60. 


Их сумма равна 168. 

Само число /п есть тоже один из делителей самого себя. Все 
остальные делители числа т называются истинными делителями 
числа т; их сумма есть $ (т) — т. 

Если для двух чисел а, 6 сумма истинных делителей каждого 
из них равняется другому, то такие числа называются друже- 
ственными; для них 5 (а) — а = 0, 5 (5) — 0 = а, т.е. $ (а) = 5 (Б) = 
=а--6. 

Число, равное сумме своих истинных делителей, называется 
совершенным; для такого числа $ (т) — т = т, или 5 (т) = 2т. 

Понятия о дружественных и совершенных числах были введены 
еще в Пифагорейской школе древней Греции (в УІ в. до нашей 
эры). Пифагорейцам была известна пара дружественных чисел: 
220, 284; были им известны три совершенных числа: 6, 28, 496. 
Позднее древне-греческие математики нашли еще совершенное 
число: 8128. Дальнейшие совершенные числа, найденные уже в 
новое время: 33550336; 8589869056. До сих пор не найдено ни од- 
ного нечетного совершенного числа, но и не доказано, что они не 
существуют. 

Л. Эйлер (1707—1783) нашел 65 пар дружественных чисел. 
Вот одна из найденных им пар: 18416 = 2*. 1151 и 17296 = 
= 2*.93. 47. 

$ 18. Рассмотрим теперь такую задачу: найти высшую степень 
простого числа р, на которую делится число т! = 1.2... т. 
Для этого сначала докажем лемму’ 

Лемма. Чтобы найти неполное частное от деления т на аб, 
можно сначала т разделить на а и неполное частное от этого 
деления разделить на 6; неполное частное этого второго деления 
и будет неполным частным от деления т на ар. В виде формулы 
лемма выразится так: 

а Е 
| в 6 


*) Эту функцию обозначают также знаком { (т) и называют числовым ин- 
тегралом от 71. взятым по делителям. Такое обозначение ввел Эйлер. 

**) Напоминаем, что все наши числа мы считаем не только целыми, но и 
положительными. 


т) 
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Доказательство. Пусть т = ад + е; 9 = Ы ОС ак 6 
О<ғ7<а— 1. Пусть, далее, д = 29; + та; 91 = В! Ол, < 0—1. 
Подставляя выражение для 9 в формулу для т, получим: 

т = а(691 + 1) г = (а0) д + (аи, + 0). 
Здесь: О<ам. +г<а(6— 1) а 1-а 1, т. е. 0 <аг +- 
4- г < аб, а это значит, что аг -- г — остаток, 9; — неполное част- 


т 
ное от деления ги на аб (см. теорему 1). Так как 9} = Іа]; ТО 
Е. 
наша лемма доказана. 
Замечание. Доказанная лемма верна и при а = 0. 
Пусть теперь р — данное простое число; при р >> т очевидно, 
что т! не делится на р. При р< т в т! входят множители: 


р, 2р, Зр, ... > | Р: Кроме них, в т! нет множителей, деля- 
щихся на р; эти же дают произведение: 


т] [а "| 
р. 2р.Зр... |" |р= "|р : 


т 
Таким образом т! делится на А а и, кроме того, на ту 


т 
степень числа р, которая входит в Е | Но, применяя здесь 


о т 
те же рассуждения, найдем, что множители в т, делящиеся 
на р, дают произведение: 


р.2р. 3р... [= 
ІА] 


т 
Теперь применим те же рассуждения к Е его множи- 


тели, делящиеся на р, дают произведение: 


ибо 


И т. д., пока не дойдем до такого показателя А, что р^ > т. 

Итак: 

Теорема 31. Наибольший показатель, с каким простое число р 
входит множителем в т!, есть: 


[+++ ЫС! 


где р" < т, но р"! > т. Если уже р > т, то т! совсем не де- 
лится на р. 
Пример. Найти наивысшую степень числа 2, на которую 


делится 50! 
50 50 50 50 50 
(Мы пишем просто 20 а не НА ибо 50 — целое число). 


Следовательно, 50! делится на 247, 
Замечание. Так можно разложить т! на простые множи- 
тели, беря за р последовательно все простые числа < т. 


УПРАЖНЕНИЯ 
1. Доказать, что т тогда и только тогда общее наименьшее 
т т т 
кратное чисел а, а», ... а, Когда частные =-, =—,... —=— вза- 
1 2 п 


имно-простые. 

(Указание. Доказательство от противного; применить тео- 
рему 8, $ 3). 

2. Доказать, что М (а1А, а, ... ак) = ЕМ (а1, а,, ... а); 


а а а | 
м (=, о е" м. = + М (01, Я, ... а). 


Последнее — при условии, что АЁ — общий делитель чисел 
аз, 2, ... аһ. (Доказательство аналогично доказательству тео- 
ремы 11, $ 4). 


З. Проверить, что ('2) делится на 12, (5) делится на 8, 0) 


делится на 14 ($ 7). 

4. Испытаниями (имея в виду теорему 22) выяснить, какие из 
чисел 437, 509, 811, 1849, 953, 1079, 10519, 17357, 2027 простые, 
какие составные; последние разложить на простые множители ($ 10). 

Ответ. Простые числа: 509, 811, 953, 2027. 

5. Применить решето Эратосфена В Е от 2 до 500 ($ А 

6. Найти числа Р = (2.3.5... р) +1 при р= 5, 7, 11, 
выяснить, какие из них простые, какие составные; о 
разложить на простые множители ($ 12). 
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Ответ. Составные: 2.3.5.7— | = 209 = 11. 19; 2.3.5 х 
1.184 1 = 30031 = 59 . 509; остальные — простые. 

7. Найти все простые числа-близнецы < 500 ($ 14). 

Ответ. Начиная с числа 11, их 22 пары. 

8. Опытным путем найти все представления чисел 64, 100, 466 
в виде сумм двух простых чисел ($ 14). 

Ответ. Для 64 имеется 5 таких представлений; для 100 их 6; 
для 466 их 12, 

9. Выяснить, сколько простых чисел до 500 имеют форму 
4п + |, сколько вида 4и -- 3, сколько вида Зи + |, сколько вида 
3п 4-2 ($ 15). 

Ответ. 44 числа вида 4и + |; 

50 чисел » 41-3; 
45 » » Зи +1; 
20» » 3и +4 2. 


10. Вычислить т(т) для т = 1, 2, 3, ... 20 (6 16). 

11. Найти т (96), (168), т (255) ($ 16). 

Ответ. 12, 16, 8. 

12. Доказать, что т (/т) — всегда четное число, за исключением 
случаев, когда т — точный квадрат ( 16). 

13. Вычислить $ (171) для т = 1, 2, 3, ... 20 ($ 17). 

14. Найти © (25), 5 (48), 5 (72), 05у (6 17). 

Ответ. 31, 124, 195, 217, 

15. Обозначив через $» (т) сумму А-х степеней всех делителей 
числа т = рї ... , вывести формулу: 


1 Фвр 9+0 | 
агт ратта ета аа СИ 


Указание. Рассмотреть произведение: 


(р-р... р) (аа... +9 (и 
и... +”... 


16. Найти $ »(19, Е 2016), 5 (8) ($ 17). 

Ответ. 210, 

17. Доказать нн ч чтобы найти общий наибольший дели- 
тель нескольких чисел, разложенных на простые множители, нужно 
выписать общие всем данным числам простые множители, каждый 
с наименьшим показателем, с каким он имеется в разложениях 
данных чисел. 

Произведение этих степеней простых множителей и есть общий 
наибольший делитель данных чисел. 

(У казание. Принять во внимание теорему 27 $ 16). 

18. Доказать теорему: чтобы найти общее наименьшее кратное 
нескольких разложенных на простые множители чисел, надо вы- 
писать каждый простой множитель, который входит в разложение 
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хоть одного из данных чисел, с наибольшим показателем, с каким 
он имеется в разложениях данных чисел. 

Произведение всех этих степеней простых чисел и есть общее 
наименьшее кратное этих чисел. 

19. Разложением на простые множители найти: О (2737, 9163, 
9639) и М(2737, 9163, 9369). (См. упражнения 17 и 18). 

Ответ. 119, 17070669. 

20. Разложить на простые множители 100! (5 18). 

21. Найти высшие степени чисел 3, 7, 11, 23, на которые 
делится число 250! ($ 18). 

Ответ. 3123; 740; ][24, 2310, 


ГЛАВА П 
АЛГОРИФМ ЭВКЛИДА И ЦЕПНЫЕ ДРОБИ 


$ 19. Для практического нахождения общего наибольшего дели- 
теля двух чисел существует способ, независимый от разложения 
данных чисел на простые множители, — это способ последователь- 
ного деления или алгорифм Эвклида *). Пусть г иг, данные (целые, 
положительные) числа и Г > ру. Делим г наг, и обозначаем част- 
ное через 4:, остаток черези.; делим, далее, г, на 7, и обозначаем 
частное через 95, остаток через г.; далее, делим г. на 7;, ит. д. 
Мы имеем: г; > 7, >. > ... >20. Следовательно, в конце концов, 
после п-го деления мы получим остаток, равный нулю: Ги: = 0. 
Таким образом, мы получим равенства (см. (1) в $ 1): 


Г — 91/1 4 5 
Ѓі = 9272 Е “з 
Га == 9з! з + 74 (16) 


Из первого равенства (16) видно, что всякий общий делитель 
чисел г и у является делителем и числа го (см. $ 2, теорема 3); 
из второго равенства (16) видно, что этот делитель является дели- 
телем и числа /з, и т. д.; наконец, из предпоследнего равенства (16) 
мы найдем, что этот общий делитель чисел г иг, (следовательно, 
и чисел /, Гз, ...) является делителем и числа /,. 

С другой стороны, последнее равенство (16) показывает, что 
л Делится на г,„; предпоследнее (по теореме 3, $ 2),— что 
Го Делится на г,, и т. д.; наконец, из второго и первого равен- 
ства (16) мы найдем, что г иг, делятся на г„. Следовательно, Г„ — 


*) Словом «алгорифм» в математике обозначают способ вычислений, 
состоящий из отдельных звеньев, где каждое следующее звено вычисляется 
по тем же правилам, как и предыдущее. Это слово — искаженное прозвание 
узбекского математика первой половины ІХ века н. э.: Мухаммед ибн Муза 
аль-Ховаризми (т. е. из Хорезма). 
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общий делитель чисел г и лу, который делится на всякий другой 
общий делитель этих чисел. Такой делитель и есть общий наи- 
больший делитель чисел г и г, (см. $ 4, теоремы 9). Следова- 
тельно: 

Теорема 32. Чтобы найти общий наибольший делитель двух 
чисел, надо большее из данных чисел делить на меньшее; если 
будет остаток, то следует, далее, меньшее делить на этот остаток; 
далее, этот первый остаток делить на второй остаток (от второго 
деления); второй остаток делить на третий остаток и т. д., пока 
не дойдем до деления, где остаток будет равен нулю. Делитель 
этого последнего деления (или последний, неравный нулю, оста- 
ток) и есть общий наибольший делитель двух данных чисел. 

Пример. Даны числа: г = 76501, г, = 29719. Найдем: 


76501 =2. 29719 4- 17063 

99719 =1. 17063 - 12656 

17063 =1. 12656 + 4407 

12656 =2. 4407 + 3842 
4407 = 1. 3842 + 565 
3849 = 6. 565 + 452 
565 = 1. 452 +4 113 
450 —4. 113 


Таким образом: О (76501, 29719) = 113. 
Чтобы найти общее наименьшее кратное двух чисел, можно 
воспользоваться теоремой 12 ($ 5), которая дает: 


Р С с ИИИ Оо с ЕЭК 
Мб, ОЭБ п)  Б\(е, т) саа О (г, г1) ° 


В предыдущем примере найдем: 


М (76501, 29719) = ВОт. 29119 = 201 19763. 

Наконец, чтобы найти общий наибольший делитель или общее 
наименьшее кратное нескольких чисел, можно воспользоваться 
теоремами 13 и 14 ($ 6). 

$ 20. Из формул (16) получим, деля обе части первой на г}, 
обе части второй на г., третьей — на г. и т. д. 


Г Го 

г Ф + РА 

Г1 _ Гз 
ото 

2 а 
СА Г4 
2 тт 

3 з 

в г е е е г 
Гп—9 __ п 
Гат. 1—1 ар Ри) 
Гп—1 ыы е 

гд аі 
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отсюда : 


1 
а а г = 91 + г ит.д 
Ер 9: т — 9 + 
Г Е ЕИ 
г, дз ру 
Га 


Таким образом, — представляется так: 
1 
Г | 
еа 
92 + РБЕ Ч 


И 
9 + 


Правая часть есть так называемая цепная (или непрерывная) 
1 1 

дробь; она состоит из отдельных звеньев: 4:, + 223 7 аЙ 
2 З 


сокращенно обозначается так: 
Г 


тт = (91, 9а, з. 9), 
д1, 92, 93, ·•- 9и Называются частными знаменателями цепной 
дроби. 


с Г 
Таким образом, мы разложили — в цепную дробь. Если дана 
1 


я 
правильная дробь 9 то мы, очевидно, получим такое разложе- 
ние: 


| 
НТИ = (0, 91, 9, ... 9») 
Г 


• Т 1 
п 
(в скобках непременно надо писать 0 на первом месте). 


Наконец, если дана отрицательная дробь, то ее всегда можно 
представить так: 


Г1 
—^ Ез т }' 
Р 
где ё >> 0 — целое число, а г — правильная положительная дробь. 
Таким образом: 


—^ -- 2. (—е, 91, 92... 92), 
где все звенья, кроме первого, положительны. Следовательно: 
Теорема 33. Всякое рациональное число можно и только одним 
образом разложить в цепную дробь, в которой все частные зна- 
менатели — целые числа и, начиная со второго, — положительные 
(первый может быть >> 0, или < 0, или = 0) и последний — больше 
единицы. 
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Замечание |. Всякое целое число можно рассматривать 
как цепную дробь, имеющую только одно звено; например: 3 == (3). 


Дробь вида — можно рассматривать как цепную дробь с двумя 
звеньями: = 00, а). 


Замечание 2. Если не поставлено условие, что последний 
частный знаменатель 4, > 1, то можно данное рациональное число 
разложить в цепную дробь двумя способами: если один есть 
(91, 92, ... 9), и 9, > 1, то другой: (91, 95, ... 9, — 1, 1). Здесь 
число звеньев увеличивается на единицу, и последний частный 
знаменатель равен единице. 

Пример 1. (См. пример $ 19). 


76501 | 
оо Ре == (2.11216, 64. 
1+ —— 
1+ — ү 
+ 
6+ — 
1+4 
Пример 2. Разложить в цепную дробь число — 5 
48 61 
Имеем: 105 = тт 
Находим: 
109 = 1.61 +4 48 
61= 1.48 - 13 
483.134 9 
13=1. 94+ 4 
9=2. 44 | 
4=4. | 
Следовательно: 
48 
НО = —1, 1, 1,3, 1,2, 4). 


Возникает обратный вопрос: если дана цепная дробь, то как ее 
обратить в обычную? Очевидно, что всякая конечная цепная дробь 
равна некоторому рациональному числу, ибо она является выраже- 
нием, в котором над данными целыми числами (частными знаменате- 
лями) требуется выполнить конечное число рациональных действий. 
Вычислить конечную цепную дробь не трудно; вычислим, на- 
пример, цепную дробь в примере 1. Делаем так (с конца): 


еерее 

+: Гм; 2+9 39° 99 = ПЭ’ 

Е а 
2- 963 = 263 


Следовательно: 


677 
р Е 4) = 5. 

Заметим, что мы получили значение цепной дроби сразу в про- 
стейшем виде, как несократимую дробь. 

Чтобы получить способы быстрого вычисления цепных дробей, 
нужно подробнее исследовать их и алгорифм Эвклида, служащий 
их основою. Эти исследования приведут нас и к важным теоре- 
тическим выводам. Мы ими займемся в $ 22. 

$ 21. Подобно рациональному числу мы можем и иррациональ- 
ное (вещественное) число разложить в цепную дробь. Для этого 
нужно только иметь средства выделить целую часть [х] числа х. 

Пусть требуется разложить в цепную дробь число а. Находим 

] 
[2] = а1; тогда 2 = а: -- — , где а > 1. Далее, находим [1] = а»; 
1 
| 
= 1 
а» + —. 
аз 
| 
Пусть, далее, [2] = аз; а, = аз + д; 9 > |; и т. д. Получаем: 


| 
тогда #1 = а, -|- = › Где а, > 1; следовательно, & = а +4 


1 
2 == 11 а. ] == (ат, а, аз, .. 1): 


Конечно, при а-иррациональном этот процесс никогда не 
кончится, и мы получим бесконечную цепную дробь. Здесь возни- 
кает вопрос: что же понимать под такою бесконечною дробью? 
Как определить ее сходимость и как ее приближенно вычислить? 
Все эти вопросы мы разберем в дальнейших параграфах. Сейчас 
только заметим, что разложить в цепную дробь можно и неизвест- 
ные нам числа х, например, корни алгебраических или трансцен- 
дентных уравнений; нужно только уметь выделять целые части 
корней таких уравнений. 


Пример 1. Разложить в цепную дробь У 28. 
Имеем: И 28 =5- 1. ге И 
Отсюда; 


З 


КБ ] 


оо ] 
ибо мы уже имели: ИУ 28 ~ 5 -- —. Таким образом, далее повто- 
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ряются те же самые знаменатели: а, В, ү, ё, и цепная дробь по- 
лучается периодическая. Получим: 


= = (5, (3, 2, 3, 10)). 


Мы видим, что это дробь смешанная периодическая; ее период 
3, 2, 3, 10 начинается только со 2-го звена. В дальнейшем мы 
увидим, что эта периодичность здесь не случайна. 

Пример 2. Разложить в цепную дробь положительный ко- 
рень уравнения: 

хх | = 0. 

Легко видеть, что положительный корень этого уравнения 

лежит между [и 2; следовательно, можно допустить: 


1 
Х = | -- у 5 
где у > 1. 
] 
Разложим левую часть нашего уравнения по степеням Е 


= Хх — 1; для этого применим известный из алгебры так называе- 
мый алгорифм Горнера (Ногпег): 


Е же] 
11111 0 —1 
ЕЕ. #5 3 
11136 
111 4 
Таким образом, имеем: 
] ] | ] 
и. 


или уравнение для и: 
у — 33 — 6,2 — 4у—1 = 0. 
Корень этого уравнения лежит между 4 и 5; следовательно, 
МОЖНО ВЗЯТЬ и == 4+2 и разложить левую часть уравнения по 


степеням 0 — 4 = — : 
—3 —6 —4 —1 


——_—__ 


] 

| 1] —2 —12 —49 
] 5 18 60 
| 

| 


НЫ нь ь -ь хи = 
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Таким образом, получим уравнение для 2: 
4924 — 6023 — 5422? — 132 — 1 = 0. 
Это уравнение имеет корень между 1 и 2. Подставляем 2 — 1 = 


| 
== РТ и вычисляем: 


[49.5500 5 =: 1 
6 ОВ Вто 
1 | 49 087 97 —105 
1 | 49 87 6 
|| 49 136 


Получаем уравнение для {: 
7914 -- 105/8 — 60Р — 1367 — 49 = 0. 
Это уравнение тоже имеет корень между 1 и 2. Берем Е— 1 = 


и вычисляем 


=|- 


| 79 105 — 60 —136 —49 
т | 79 184 14 = 19 61 
|| 79 263 387 375 
[| 79 342 729 
| | 79 421 


Получаем уравнение для и: 
614 — 375и3 — 729и? — 421и — 79 = 0, 


которое имеет корень между 6 и 7 На этом остановимся. 
Таким образом, для корня х данного уравнения имеем: 


х= 1+ |! 


Эта цепная дробь не периодическая. 
Способ вычисления корней алгебраических уравнений при по- 
мощи цепных дробей принадлежит Лагранжу (Шасгапсе, Х\ И в.). 
Пример 3. Разложить в цепную дробь корень показа т‹ль- 
ного уравнения: 
Ро. 


Очевидно, что х лежит между 2 и 3; пусть х = 2 + н 1 
Имеем: 
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испытаниями находим, что у лежит между 3 и 4; следовательно, 
] 


где 2> 1. 
Получаем: 


195) 4 
Испытаниями найдем, что 2 лежит между 9 и 10. Таким обра- 
зом, получаем: 


(28) Э или (1,024): = 1,25. 


х= 6.5 =2- | 
3-1 
9+... 


Так мы можем приближенно вычислять логарифмы при помощи 
цепных дробей; но этот способ весьма неудобен вследствие боль- 
ших вычислений 

$ 22. Алгорифм Эйлера. Обобщим теперь алгорифм Эвклида сле- 
дующим образом: пусть г и г, — два данных числа, а #1, Ё,,... 2, — 
какие-нибудь п постоянных или переменных величин (мы будем 
считать их целыми положительными числами, но все наши даль- 
Нейшие алгебраические выводы остаются правильными, если числа 


г, га, Ка, №, ... Ё, — любые, не только целые положительные). 
Найдем теперь числа Го, из, ... Ги, Ги4л ИЗ следующих уравнений: 
г = Ку - Р | 
Гр = 75 - Гз 
Е О РЕ (17) 
Гт = зая -Н Рә 
аа Ј 
Эти уравнения (17) отличаются от уравнений (16) только тем, 
что здесь №1, К», ... Ё, — не частные от делений г на ру, Г: на го 
и т. д., как в (16) 91, 9., ... 9». Нахождение чисел хо, Гз, ... Гол 


при данных г, г, и А и есть алгорифм Эйлера. Очевидно, что 
алгорифм Эвклида — частный случай алгорифма Эйлера, поэтому 
все следствия из последнего остаются верными и для первого. 
Очевидно также, что в алгорифме Эйлера мы можем остановиться 
на любом из уравнений (17), т. е. каждое из них считать по- 
следним. 

Но мы можем каждое из уравнений (17) считать и первым, 
например, уравнение г = Аи-И тт + Гт+з, рассматривая Ги И Ги, 
как данные числа вместо г и гі. Отсюда далее найдем "мо, · • . Гат. 
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Легко видеть, что и предыдущие л: Ги1, Ги +... Гл, Г опреде 
ляются через ги И '’„.,; вообще, все числа г, однозначно опре- 
деляются через любые два соседние из них. Найдем, как выра- 
жается г через Ги, Ги+1. Имеем: 


г = Кага - г» = А, (Его А з) - га = (8105 + 1) т» 4 ғ. 


Подставляя вместо г, его выражение Хз’. + х., найдем г в за- 
ВИСИМОСТИ ОТ 7з И М. И т. д. Мы видим, что г — линейная одно- 
родная функция от г» И '„.:, коэффициенты которой — целые 
функции от А;, 2з, ... Ри. Сбозначим: 


г = Ста А Нг (18) 


и подставим сюда вместо г„ его выражение Аи’ һә: 
Тогда найдем г в зависимости от „ұр И Гтуо: 


ғ = (0+1 ЕН) "та + ЧИ. (19) 


Но т — любой индекс из ряда 1, 2, ... п. Назовем С в урав- 
нении (18) первым, а Н в (18) вторым коэффициентом, (18) — 
предыдущим, (19) — последующим уравнением. Из уравнений (18) 
и (19) выводим такие общие заключения: 

1. Второй коэффициент последующего уравнения равен пер- 
вому коэффициенту предыдущего уравнения. 

2. Первый коэффициент последующего уравнения определяется 
через коэффициенты предыдущего уравнения как такое выражение: 


Ст т Н. (20) 


Мы видим, что этот коэффициент зависит от 2,1, следова- 
тельно, С, как первый коэффициент предыдущего уравнения, за- 
висит от А„, тогда как Н — первый коэффициент уравнения. пре- 
дыдущего уравнению (18) — не зависит от Аи, но зависит от Аш. 
Таким образом, вообще С зависит от 2, Ё,, ... Ё„. Мы обозначим: 


а == [А,, Ко, беше Р] 


и назовем этот символ скобками Эйлера. Это — некоторая пелая 
рациональная функция от №, А, ... ё. При таком обозначении 
уравнение (18) примет вид: 


Г = [^1, Р, .. Ал] Г т + [/, Ко, 7670 1] Г +1» (21) 


ибо Н, как первый коэффициент уравнения, предыдущего по отно- 
шению к уравнению (18), следует обозначить через [А,, А», ... Ви]. 
Далее, выражение (20) дает такую рекуррентную формулу: 


ГА, Ко, ое А т+1| — [А1, Ко, а т] +1 -|- [/1, Ко, о Аи 1]. (22) 


Эта формула дает возможность постепенного вычисления скобок 
Эйлера, если только нам известны эти скобки с одним и с двумя 
аргументами. Но ведь мы имеем: 7 == (№, + 1) г» - Аз; это дает 


[8] = №; а, №] = А + 1. (23) 
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Пример. Вычислить [3, 1, 2, 4, |1, 2]. Вычисляем последо- 
вательно: [3] = 3; [3,1] =3:1+1= 4; [3, 1, 2] =4.2-+3= 11; 
[3, 1, 2, 4 =11.4-+4= 48; [3, 1, 2, 4, | =48. 1+ И = 59; 
[3, 1, 2, 4, 1, 2] = 59.2 + 48 = 166. 

Обычно вычисления располагают так: в первой строке пишут 
числа, данные в скобках: 3, |, 2, 4, 1,2; во второй строке слева 
пишут число |; год первым числом первой строки (у нас 3) 
пишут то же число (3); далее, его умножают на следующее число 
первой строки (1) и к произведению прибавляют предыдущее число 
2-й строки (1); результат (4) пишут под вторым числом [-й строки; 
этот результат умножают на следуюшее число 1-й строки 12) 
и прибавляют предыдущее число 2-й строки (3); результат пишут 
под следующим числом 1-й строки и т. д.: 

312412 
З 


134 11 48 59 166 


$ 23. Считая за первое число не и, а г}, имеем аналогично (21): 


г == [,, №, ао | 5 В, е. Варга: (24) 
Так же получаем и для 2: 
Го = |Ез. ... ВЕНЕ [Ез, ... Кал] Гт-+1. (25) 


Подставляя выражения для и; иг, из (24) и (25) в первое 
уравнение (17), получим. 


Г == {Ру [25 6. о Р | -- Аз, ... а го К, К, ... ВЫ = 


} 
А 
`. 


те 3, Боа А РЕ (26) 


Но ги И Г„-1 можно считать независимыми переменными; сле- 
довательно, г только одним образом представляется как линейная 
однородная функция от Ут И /т-1. Таким образом, сравнивая (26) 
с (21), получим: 


ГО ЗЕРРЕ Е Ре НИНЕ РИБЕ а (27) 


Эта формула позволяет вычислять скобки Эйлера «с конца» — 
сначала [№,|, затем [Киа Е] ит. д. Но [2] = Аи, [Ютфаь Ют| == 
=, 1 + |. Далее, по формуле (27) вычисление идет так же, 


как и по формуле (22); иными словами, мы вычисляем ГА, ... Ат] 
по (27) так же, как [Ю„,... №1] по (22); а это означает, что: 
[А1, в. о Р | — СТВ ... е]. (28) 


Это — важное свойство скобок Эйлера. 

Замечание. Формула (27) не имеет смысла при т = 2, ибо 
в этом случае ск‹бок [^., ... А} не существует. Условились 
считать, что в этом случае мы имеем «пустые» скобки Эйлера, 
которые равны 1 Тогда формула (27) остается верной и в этом 
случае, — она просто совпадает со второй формулой (23). 
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Имеем далее (аналогично с (21)): 
Гт = [5,42 ел Р.) Гл Е СЕТ 5: 1] 71; 
Гп+1 ГЕ [Аб ... Юа п -- [Кро ё оге А] Ѓа+1* 
Подставляя эти значения в (21), получим: 
Г == {[2;, ив Р] [6,1 ег К, | —- Е, аса 79 н] а» сае КОА +- 
е ака Ро ъа доа а И ае 
С другой стороны, формула (21) непосредственно дает (при т = и): 
Е ЕСТ я Гер: 1] тт. 


Из двух последних равенств выводим (так как Ги И Ги. не- 
зависимы): 


О ЕОР о ао ез 
+ [А ... Аи] [ть +. А]. (29) 
Здесь т — какое-нибудь (целое) число между | и и. Эта формула 


является обобщением формул (22) и (27). 
Из формул (17) получаем непосредственно (начав с конца): 


Ги --1 == — Р.Р, -- Ги р 
Г ББ = = Гп--э У (30) 
То — — А”, + Го } 


Эти уравнения того же типа, что и (17), и только знаками 
у №. отличаются от (17); следовательно, все формулы, получен- 
ные нами для скобок Эйлера, остаются правильными и для (30), 
если заменить А, через — К. Но мы имеем: 
= = == а 77 Р | = (== =) ЕВЕ) 1 = 
== Р п—1 Е | = 9 [^„, М | 


Пусть доказано, что: 


[—^:, А, ... —ЮК| = (—1)” [А В, ... Е]; (31) 
тогда (22) дает: 
м — К, А +1] == [— А, ... Рл] (— Юта) = 
а несг Е БЕЈ (—1)” [^1, = л) ( А т +1) в 
-- (— 1)" ГА, ... л] асс (—1)"+1 и Ат, ... м Кл -- 
о ао ай 


и формула (31) доказана для всякого т. 
Исходя теперь из формул (30), определим /„ по формуле (21) 
в зависимости от ру иг: 
Ги == [== . — К] Гі ая [— 2,1, 69 — |7; 
или, согласно формулам (31) и (28): 
Га —= (=) [А Ри е1] 71 яв (— 1)" [/, е Ка-1] Г. (32) 
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Подставляя сюда выражения для г и г: через г, И ^4; ПО 
формулам (17) и сравнивая коэрфициенты при х, в обеих частях 
полученного тождества, найдем: 


[А ... Е [К ... А, + 
Ч (—1)” [22, ... А. 15, ‹.. №] = 1, 


ИЛИ: 
ГА о О о о ьо ДЫС 0(89) 


$ 24. Если числа №, К., ... К, все целые положительные, то 
очевидно, что и скобки Эйлера [К,, №,, ... К,]| — целое положи- 
тельное число; при этом [№:, ... №] > [№, ... „|2 |Ез ... т]. 
Следовательно, формула (27) при т = п показывает, что №; — 
частное, а [№, ... 2,| — остаток от деления [Ю, ... №] на 
[е ВЫ 

Подобно же, №, — частное, а [К.,... К.| — остаток от деления 
[^.,...Р,] на [№:,... №] и т. д. Если мы возьмем г = [№,...Р), |, 
гі = [К., ... К,|, ТО по (27) получим: г. = [А:, ... Е] и далее 
ТАК И а о л Б о 
а далее: г, = 1, {ү = 0. И алгорифм Эйлера совпадает с алго- 
рифмом Эвклида, причем г„ = Д (7, ғу). По формуле (33) получаем, 
ЧТО Г = [^1, ... А, | Ил, = [5,, ... К] взаимно-простые, поэтому 
и получается г, = [. 

Итак: 

Теорема 34. Всякие п целых положительных чисел А.К, ... Ё, 
можно рассматривать как неполные частные в алгорифме Эвклида, 
примененном к числам [^,... №] и [№., ... Е,|. 

Эта теорема не дает нам ничего принципиально нового: она 
показывает только, что всякую конечную цепную дробь (с целыми 
положительными частными знаменателями) можно всегда обратить 
в обыкновенную дробь. Действительно, формула (27) дает: 


а ва Бы І 
ГУ | Е + Е Ребе Ге. 
| [2 ... Ви] 
но так же наидем 
СОТНЕ Ч И І 
[асса ар. = № + Т; и =] 
[Е № 
И Т. Д. 
Таким образом: 
ТА в 41—06, В о. №) (80) 
[А», ® К, п] Р -- | 
ИГЕН 8. 
А 


Это дает способ вычисления цепных дробей. 
Пример 1. Вычислить дробь (3, 5, 1, 1, 2). Пишем данные 
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частные знаменатели в обратном порядке и вычисляем скобки 
Эйлера (способом, данным в конце $ 22): 


21165 3 


12365 28 89° 
Последнее из полученных чисел будет числителем, а предпо- 
следнее — знаменателем нашей дроби. Итак: 


(3, 5, 1, 1, 2) = 2. 
Действительно, мы имеем: 
89 ==: [90151575 :8[:== 18.5, 610 


28 = [2, 1, 1, 5] = [5, 1, 1, 2] (см. формулу (28)). 
Пример 2. Вычислить: 


| 
2+1 


Здесь имеем: 
4 з 22 0 


14 13 30 783 30° 
Следовательно: 


(0, 2, 2, 3, 4) = 27. 


Замечание. Заметим, что этот способ вычисления цепных 
дробей — просто упорядоченный элементарный способ, о котором 
мы упоминали в конце $ 20. Но это упорядочение дало нам опре- 
деленный метод быстрого вычисления цепных дробей. 

Как уже было сказано, можно прекратить алгорифм Эйлера 
на каком угодно из уравнений (17), хотя бы на т-м (т < п); тогда 
получим по (34) 


ете ША © 


В правой части (35) мы имеем только часть нашей цепной 
дроби (34), а именно, т первых ее звеньев. Числовое значение 
[А1, ... т] 
По 
дробью данной цепной дроби. При т = 1, 2, ... п мы получаем 
первую, вторую и т. д. подходящие дроби. Вычисляя скобки 
Эйлера [№ ,... К,| и Г№., ... Е,|, мы получаем последовательно 
числители и знаменатели всех подходящих дробей нашей цепной 
дроби. Но для этого следует эти две скобки вычислять отдельно, — 
нельзя применить формулу (28). 


этой части, т. е. дробь называется т-ой подходящей 
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Вернемся опять к нашим примерам ] и 2 и вычислим там все 
подходящие дроби. Для дроби (3, 5, 1, 1, 2): 
Эг 5. р 2 
1 3З 16 19 35 89 
15 6 11 28 


Во второй строке этой таблицы — числители, а в третьей — 
знаменатели подходящих дробей. Третья строка строится точно 
так же, как и вторая (при использовании первой строки), только 
начиная со второго числа (с 5). Таким образом, подходящие дроби 
следующие: 

3 16 19 35 89 
т о 2085 
Для дроби (0, 2, 2, 3, 4): 


0:2. 3 4 
1012 73 
Е Ы 
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. | 
И подходящие дроби: 0, 5, в, ў, 9%: 
Обозначим р, = [Ё1, №, ... Кт| 9. = [№ +... К]; тогда т-я 
подходящая дробь будет Е Но формула (33) дает (если заменить 
т 


там п через т) 
Рт9 т—1 — Ри—19 т = (— 1)". (36) 
Из этой формулы видно, что р„ И 9» взаимно-простые, т. е. 
подходящие дроби = несократимы. Деля (36) на 9„_19„› получим: 


7 
Вто: Риа СИ. (37) 
Чт 9т—1 Ч9т—19 т 

Таким образом, абсолютная величина разности двух соседних 
подходящих дробей уменьшается с возрастанием т (ибо и д» воз- 
растает), а знаки этих разностей попеременно -- и —. Мы до- 
кажем следующее: 

Теорема 35. Точное значение пепной дроби всегда находится 
между двумя соседними подходящими дробями, причем оно ближе 
к последующей, чем к предыдущей подходящей дроби. 

Доказательство. Пусть дана цепная дробь 


| 
Е 
| 
Кт+1 Е .. 
" 

Обозначим: у = Аи . 

Кт+г + . | к 

Кд 


1 
тогда: х= рр. 
. 1 
1 
У 


и мы имеем: 
ЕЕ Рту + Рт— 
ту + 9т— ’ 
ибо х (т -- 1)-я подходящая дробь, если считать у последним част- 


ным знаменателем (см. формулу (22)). Отсюда имеем: 
х9 „у а" ^9т—1 БЕ Рту + Ри—1, 


у (9 г Вт) — ры — Х9,.—1› 
\ 
Рт [ри Е 
х— — | = 9, —х 38 
ны 5 (38) 
но у> 1, а >91 >0, т. е. 09.22 д.1; из (38) получаем: 
х= 59 Рт —х| и знаки у х— Ри Рт х одинаковы. 
Чт Чты—1 Чт т—1 
Это и доказывает нашу теорему. 
Отсюда имеем на основании формулы (37): 
| 
Рт РРР СЕРЕД (39) 
тд т-+1 


хр < ин Рт 
9т 9т+1 9т 


Эта формула дает верхний предел погрешности приближенного 
Рт с возрастанием т действи- 


значения 2" для х. Мы видим, что 2" 
Ят 9т 
тельно все более подходит к х; отсюда и пазвание: подходящая 


дробь. 
Имеем: 
4 т+1 == ЧтЕ та БЕ Ч т—1 > т Е Чт—1 >> дю: 


| 


Следовательно: 
1 1 25 
9тЯт--1 = 9т (Әт + 9т—) ^ Ч, | 
Таким образом, в правой части (39) вместо МОЖНО ВЗЯТЬ 
НЕЕ 
] 1 Б 
=. ИЛИ -„, Как верхние пределы нашеи погрешности; 
Ят (Чт + зт—) 9, 
они хотя и не так точны, 


Теорема 36. Если вместо точного значения цепной дроби взять 


1 
как ———, но более простые. 
Ч9т9т-+1 


Итак: 
ее 1-ю подходящую дробь, то за верхний предел погрешности 


| 
ИЛИ =. 


можно принять: 
4 

Ят (Ят + 9т-—л1) ? а 

т 


9тӯт+1 ' 
8 25. Пусть теперь нам дана бесконечная цепная дробь, т. е. 
бесчисленное множество (бесконечная последовательность) частных 
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знаменателей №, №, №3, ..., обозначим ее (1, Ко, Ёз, ...). Пусть 
при эгом все №, — целые положительные числа. Тогда можно по- 


строить бесчисленное множество подходящих дробей о, но фор- 
т 


мула (37) остается верною, ибо для ее вывода нужны только т 
первых звеньев цепной дроби. Очевидно, что при беспредельном 
возрастании мт д (а также и 9,„ +) тоже беспредельно возрастает, 
ибо все ^„ — целые положительные числа; следовательно; 


іт ао (40) 


т-— о \ Ят 9т+1 


С другой стороны, та же формула (37) дает: 


Рәт Р>т—1 Рэт Рэт-+1 О>т+2 Рат-1 
92т 92т—1 95т эт+1 Ч>т-+2 Ч2т-1 


ибо 9>т—192т < әттә < 9зт+19эт-+а; Следовательно: 


Рәт—1 Юәт +1. Рәт _ Рэт-? 
РА а ИЕ, гат СВ, 
Ч2т—1 92т-+1 Ят эт +2 


Таким образом, мы имеем два ряда дробей: 


азана Е зе 

91 9з 05 92 94 9в 
числа первого ряда возрастают, числа второго ряда убывают. 
Из формулы (37) следует, что числа первого ряда остаются меньше 
соответственных чисел второго ряда; следовательно, числа первого 
и числа второго ряда стремятся к пределам. Из формулы (40) 
следует, что эти пределы равны; значит, существует единый пре- 
дел ряда подходящих дробей: 

х= іт 2", 


т> оо От 


> 


Определение. Этот предел ряда подходящих дробей мы и 
определяем как значение бесконечной цепной дроби: 


Хх == (К, Ро, е, . . .). 


Теоремы 35 и 36 непосредственно обобщаются на случаи бес- 
конечных цепных дробей, ибо доказательства их совсем не требуют 
чтобы цепная дробь была конечна, — требуется только, чтобы она 
имела определенное значение. 

Таким образом, бесконечная цепная дробь (с целыми положи- 
тельными частными знаменателями) всегда сходящаяся; ее легко 
вычислить с какой угодно точностью. Пусть погрешность должна 
быть < є; вычисляем последовательные подходящие дроби ее пока 

т 
2 2 
(при некотором определенном т) не получим, что 9. 2> #7. В та- 


ком случае соответственная дробь Аа и есть приближенное значе- 
т 


ние цепной дроби с точностью до є, — с недостатком при т нечетном 
и с избытком при т четном. 
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Для иллюстрации вернемся к примерам 1, 2, З $ 22. 
1. Мы имеем: У 28 = (5, (3, 2, 3, 10)); пусть требуется вычис- 
лить У 28 с точностью до 0,0001. Составляем таблицу: 
5 39. 25 9 | ее 
1 5 16 37 127 1307 
13 7 24 247 


1307 ] 
Остановимся на 547 » ибо 247? > 10000; следовательно, 1597 
и есть ИУ 28 с точностью до 0,0001 с недостатком, ибо это — пятая 
1307 
подходящая дробь, т. е. с нечетным номером. Обратим т в де- 


сятичную дробь, т. е. разделим 1307 на 247, беря 4 десятичных 
знака; эту десятичную дробь мы должны взять с избытком. Итак: 
У 28 = 0,2315; но мы не знаем, будет ли это значение для корня 
с избытком или с недостатком. 

2. Для положительного корня уравнения х“— х— 1 = 0 мы 
нашли цепную дробь: х = (1, 4, 1, 1, 6,...). Мы можем здесь 
найти пятую подходящую дробь: 

14116 
115 6 И 72 
1 40 9 59 


2 
592 > 1000, следовательно, Е дает корень нашего уравнения с 


72 
точностью до 0,001 тоже с недостатком. Обратив о В десятичную 
72 
== Бо = 1,221; но мы не знаем, с избытком ли 
это или с недостатком. 
З. Мы имели: 10,0 = (2, 3, 9, ...); находим: 


дробь, получим х 


23 9 
127 65 
1 3 28 


6 
282 — 100; следовательно, 16, О = 58 = 2,33 — С точностью до 0,01, 
но неизвестно, с избытком или с недостатком. 
Теорема 37. Если х — точное значение цепной (конечной или 


а 
— ее приближенное значение, которое ближе 


р 
к х, чем подходящая дробь те то в > ди. 
т 


бесконечной) дроби, а 


а 
Доказательство. При данных условиях и по теореме 35 + 


ближе к "+1 чем 7; следовательно: 
Ят+1 9т 
а Рант Рт Рту) 
б Ят+1 Чт т+А |` 
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1 
Но правая часть по (37) равна — —— ; следовательно: 
Чт9т-1 


| адт--1 — ВРт+а | | 
09т+1 Чт9т 1 


Пусть ё < 9, а следовательно: 69т--1 < 9.911; отсюда: 


[афва — бриза < 1. 
Но левая часть здесь — целое число > 0; следовательно: 


ЯЧт--1 — бра +1 == 0, 
барин 
6 дт+1` 
Здесь правая часть — несократимая дробь; следовательно, 
р > 9т+1 > 9т, Что противоречит нашему предположению: 6 < дж. 
Этим теорема доказана. 

Эта теорема имеет большое значение; она доказывает, что под- 
ходящие дроби — наилучшие приближения к данному числу х, 
т. е. наиболее простые приближения с данной точностью или 
наиболее точные приближения со знаменателем, не превышающим 
данного предела. В приложениях математики вообще употребляют 
десятичные дроби, посредством которых приближенно выражают ве- 
личины. Но есть вопросы, в которых приходится применять простые 
дроби для приближенных выражений величин. В таких случаях 
именно подходящие дроби и являются наиболее простыми и точными. 

$ 26. Некоторые применения цепных дэобей. |. Зубча- 
тые колеса. Пусть требуется соединить дза вала зубча- 
тыми колесами так, чтобы отношение их угловых скоростей 
равнялось данному числу а. Угловые скорости колес обратно- 
пропорциональны числам зубцов; значит, обратное отношение 
чисел зубцов равно с. Но числа зубцов — целые и не очень боль- 
шие, тогда как х может быть и иррациональным Следовательно, 
нашу задачу можно решить только приближенно, взяв для а при- 
ближенное значение в форме простой дроби с не очень большим 
знаменателем. Из предыдущего вытекает, что наиболее выгодно 
взять одну из подходящих дробей цепной дроби, в которую рас- 
кладывается число %. 

2. Календарный стиль. Из астрономии известно, что год 
имеет 365,24220... так называемых «средних» суток. Конечно, 
такое сложное отношение года к суткам в практической жизни 
совершенно неудобно; нужно заменить его более простым, хотя 
бы и менее точным. Разложив 365,24220... в цепную дробь, получим: 


ТЕ в. 


365,24220... = 365 - 1 
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Первые подходящие дроби здесь будут: 


7 8 


1. 
365; 365 ,; 369 „5; 365.5. 


| 
Приближение 365 -- было известно еще древним народам (егип- 


тянам, ассиро-вавилонянам, китайцам), хотя они не имели регу- 
лярных високосных годов. 7-го марта 238 года до нашей эры 
вышел Канопский декрет Птоломея Эвергета, которым предписы- 
валось, чтобы каждый четвертый год имел не 365, а 366 суток. 
Но через 40 лет этот декрет был забыт, и только в 47 году до 
н. э. Юлий Цезарь, при участии Сосигена, возобновил его, вставив 
в каждом четвертом году лишний день в феврале. Этот день 
назвали Біѕѕех{1115, откуда происходит и наше название «висо- 
косный» год. Это — так называемый старый, или Юлианский 
СТИЛЬ. 

97 . 
400? 


7 8 
оно немного больше, чем 365 55 И 365 55. Этот стиль отличается 


Новый, или Григорианский стиль дает приближение 365 


от Юлианского тем, что в нем каждый сотый год — не високосный, 
кроме тех, число сотен которых делится без остатка на 4. Так, 
1700-й, 1800-й, 1900-й годы — не високосные, тогда как 1600-й, 
2000-й годы — високосные, т. е. 400 лет имеют 97 лишних суток, 
а не 100 суток, как в Юлианском стиле. 

Уже в ХУ столетии было замечено отставание Юлианского 
стиля (тогда на 10 суток) и были предложения реформировать ка- 
лендарь. Но эта реформа была проведена только в конце ХУІ сто- 
летия. В католических странах она была осуществлена буллою 
папы Григория ХИТ от 1 марта 1582 года. 19 суток —с 5-го 
по 14 октября были вычеркнуты, т. е. вместо 9-го сразу было ве- 
лено считать |5 октября 1582 г. 

Наиболее точный календарь ввел в Персии в 1079 году пер- 
сидский астроном и математик (он же и поэт) Омар Альхайями. 
Он взел цикл из 33 лет, в котором семь раз високосный год счи- 
тался четвертый, а восьмой раз високосный год был не четвертый, 
а пятый. Таким образом, здесь имеется 8 лишних суток в 33 года, 


8 
т. е. для каждого года 365 == суток; это как раз четвертая под- 
ходящая дробь. 
$ 27. В примере 1 $ 21 мы видели, что ИУ 28 раскладывается 


в периодическую цепную дробь. Докажем теперь, что вообще И а, 
где а — целое положительное число, раскладывается всегда в перио- 


дическую цепную дробь. Пусть Иа! = Ко {целая часть корня), 
Уа=ь +55 хі > 1; имеем: 


1 Уа+ь 


Аре 5 
1 ра 6, а — 6, 


? 


45 


Обозначим: № = ру, а—№=9:; тогда: 0<р < Уа; 9>0; 
рі и 9, — целые числа; 9, < Иа + ра, ибо х, > 1; 


Ма +рі 


1 
РА = А 5 = [х]; 0 0 


Х1 


Аналогично имеем: 


И вообще: 
5 Ёа = [т]; Хт >> 1. 
Докажем, ЧТО Ри И От при всех т — целые положительные 


числа. Мы видели, что это верно для р, 91; пусть это уже дока- 
зано для р,, 9 при всех А = т. Имеем: 


х ЗЕТ Иа + (тдт — Рт) 
аа. [а — (Ет9т — Рт)?] : Чт ’ 


следовательно: 


2 
а — (Етдт — Рт)? = И (41) 


ВРт-а == Рл т — ры, Ӧт+1 = а , 
т Чт 


отсюда: 
2 2 
а = р т--1 -- 929 т+1:• 


Но заменив т на т — 1, мы так же получим: 


—— 2 ® 
а = Вт + 8—10 › 
следовательно: 


р’, + 4 т—190 т === П. + Отд т-1 == (А. т = бт) -- 929 т--1; 
отсюда 
РА 2 
ри 4- 9т_19 т = 95 — 2 тРидт + Вы А Ч тд ту 
или, сократив на р», И На дһ: 
Фал == аа + 2 три — т (42) 


Из первой формулы (41) и из формулы (42) видно, что р, 
И Чт+1 Тоже целые числа. 
Далее, имеем: 


хп — р = Ра 0; би 20; 
следовательно: 
Ма + рь — Ён ам > 0. (43) 
С другой стороны: а = р>, + 9т—19т > р», т.е: Уа р... 
Уа — рт > 0; 
Уз — рь + Ё. >0. (44) 
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Перемножив (43) и (44) и приняв во внимание первую фор- 
мулу (41), найдем: 


а — (К „бт с Р)? = а — р?, Е: > 0, 
а отсюда по второй формуле (41) получим: 
Чт-на > 0. 


Пусть Рича = №».9т — Ри 20; тогда: д, Ари Зри < Иа; 
следовательно: 


= ыы | - Е + 2 ыы 


т. е. мы пришли к противоречию, значит, Вы О: 
Итак, Ри И Дт ДЛЯ ВСЯКОГО т — целые положительные числа. 


Мы имеем: 
0 <р < Ма; 0 < д. < Ма + рь < Иа. (45) 
ибо Хи Ха ты ТР]. Из неравенств (45) видно, что всего комби- 


наций Е аа значений рииа» меньше, чем Иа · 2 “а = 2а. 
Отсюда следует, что меньше чем через 2а шагов значения ри и 9, 
будут повторяться. Но если рь+л = рь, тх = 9т, ТО И Хы, 
И Каъ == К, И Лт++1 = Хт+1, И Рид == Ра+1, И дм+лф1==9 тч 
и т. д. Т. е. наша цепная дробь периодическая. 
С другой стороны, мы имеем (по формулам (41)): 
2 


Уа— рт _ а Ри ЕЗ8 От | 22 1 
Чт--1 Чт--1 (Уа Ер рт+1) Ма + Ат9т — Рт Иа — Рт 7 | 
бт 
ибо 
9т 
Далее: 
Иа — рт сИ Р Ма 1 Рт+1 _  дт+1__ 
9т Чт — Уа- — От+1 
по тем же формулам (41). Но мы уже доказали: 
Уа — рт < | , 
9т 
следовательно, 
В = П (46) 
ра — бт-+т 


Из формулы (46) видно, что при данных 9,„ +. И Ри, Ет ОДНО- 
значно определено, а при данных 2, и Хи И Ри, И ди тоже 
однозначно определены Следовательно. из ри+) = Оһ, 9т-^ = т 
вытекает, что и рыфлу = Ри,» дакла = 9т— а далее: риа == 
= Ди, Чт+^—2 = 9 то, И Т. д. Но формула (46) верна только 
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при т > 0; следовательно, для № она уже неверна. Таким обра- 
зом период нашей цепной дроби начинается с К, т. е. со второго 
звена. 

И гак: 

Теорема 38. Квадратный корень из целого числа всегда рас- 
кладывается в периодическую цепную дробь, период которой начи- 
нается со второго звена. 

Более глубокие исследования в этой области показывают, что 
вообик- всякая вещественная квадратная иррациональность, т. е. 
вещественпый корень квадратного уравнения с целыми коэффи- 
циентами или выражение вида =. где а, б, с — целые числа, 
и а > 0 раскладывается в перисдическую цепную дробь, — чистую 
или смешанную. 

Очень просто доказать обратную теорему. 

Теорема 39. Всякая периодическая цепная дробь есть квад- 
ратная иррациональность. 

Дсказательство. Предположим, что данная цепная дробь чисто- 


периодическая: х = (ё, №, ... А.) |; тогда можно написать: 
| 
И 1 ЕВ р 1 = (А, го, ... баа х), 
ИИИ асана 
Кт + = 
т — рр 
ИЛИ: Х = о рт, Ра 9т, 9т_—л — Целые положительные 


числа; следовательно, 


„х ЕЕ (Чт а Ри) Хх — ри, = 0. 
Таким образом, х удовлетворяет этому квадратному уравнению 
(с вещественньми корнями). 
Предположим теперь, что наша цепная дробь — смешанная пе- 
риодическая: 
Ре ОИТ) Р 


Обозначим: у = ((А, ^.,...Ют)); тогда: х = (а, а... а, И). 
Следовательно: 
__ Ри Ра. 


х есы чаа 59 
фи + 91а 


у, как значение чисто-периодической дроби, есть квадратная 
иррациональность; как уже доказано: 


ый. 
Е с. 


Подставляя это выражение для у в х, найдем: 


Ріо + р1—-1 + ри Ка 
06 + 91-« + ира 
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Уничтожая иррациональность. в знаменателе, найдем для х 
выражение формы: 
В-+УА 
С э 


т. е. и х — квадратная иррациональность. 

$ 28. Вернемся к $ 23, формуле (32). Пусть мы имеем алгорифм 
Эвклида для данных чисел г и ғ; г, — общий наибольший дели- 
тель для ги л, и формула (32) показывает, что неопределенное 
уравнение хх - 70 =, всегда имеет целое решение: 


х = (— 1)" [А, 5х 11; и == (— 1)" [/, 20 Кал] (47) 


Но эти значения х и у не оба положительны. Они имеют разные 
знаки. В частности, если г и г, взаимно-простые, то следующее 
уравнение имеет целое решение х, и: 


х + гу == 1. 


Изменим наше обозначение. Пусть а и 6 данные целые (не 
непременно положительные) числа и Д (а, 6) = а. Рассмотрим не- 
определенное уравнение: 

ах -+ Ву = с, (48) 


где с — тоже данное целое число. При любых целых значениях 
х и у левая часть уравнения (48) делится на 4; следовательно, 
если с не делится на 4, то уравнение (48) не имеет целых реше- 
ний Пусть с делится на 4: с = е; тогда уравнение ах + бу = й, 
как мы видели, имеет целое решение х}, у, (то, что здесь а и ё 
не обязательно положительны, отражается только на комбинации 
знаков у х И 0); но тогда хе и ше представят целое решение 
уравнения (48). Докажем теперь, что таких целых решений бесчис- 
ленное множество. Пусть ху, ИУ, — одно целое решение уравне- 
ния (48), а х, у — какое-нибудь иное решение того же уравнения; 
имеем: 

ахо био = с; ах + Бу = с; 
отсюда: 

а(х — хо) + 0 (0 — у) = 0, 
или: 

а(х — Хо) = — 6 (у — уо); 
сократим на 4: 


(к хо) = — 2-00 — и). (49) 


>|? 


Левая, а значит, и правая часть формулы (49) делится на — 


> 


0 а а 
НО ў И = взаимно-простые, следовательно, у — уу делится на и 


(по теореме 15 $ 7); следовательно, у — и = Е. Подставляя это 


значение в формулу (49), найдем: х — хо = — — Ё. 
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Итак: 


р 
Х = Хо — 1 | 

Ь (50) 
у= оъ! | 


где { — целое число = 0. Обратно, при любом целом Ё выраже- 
ния (50) будут целыми числами, удовлетворяющими уравнению (48), 
в чем убедимся непосредственно, подставив эти значения для х 
и ув (48). Таким образом, мы получили следующую основную 
теорему: 

Теорема 40. Неопределенное уравнение (48) имеет целые реше- 
ния тогда и только тогда, когда его правая часть делится на 

а = Р (а, 6) — при этом бесчисленное множество целых реше- 
ний, которые даются формулами (50). В частности, уравнение 
ах - бу = а имеет решение (47) (с точностью до знаков). 

Если а = 1, уравнение (48) всегда имеет целые решения; в 
частности, в этом случае имеет целые решения и уравнение: 


ах 4 Ву = 1. (51) 

Практически мы найдем решение (47), применяя к числам аи 

р алгорифм Эвклида или разлагая са (пусть [а | > [0 |) в цепную 
дробь и беря за |х| и |0| — знаменатель и числитель предпослед- 


1... па] 


ней подходящей дроби При |а| > 10| должно быть 


Т ЗИ 
|х| < 10|; знаки же у х иу берутся так, чтобы ах и фи имели 
разные знаки и чтобы было: ||ах| —|6и,| = 1 Вычисляя послед- 


ние цифры в произведениях [ах | и |6и|, легко сообразить, какие 
должны быть знаки у хи у. 
Пример 1. Найти целые решения уравнения: 


15х + 19у = 1. 
Применив алгорифм Эвклида, найдем: 
19:15 = 1 
15:4 = 3 


Последнее частное (3) отбрасываем, ибо оно = №,, а в фор- 
мулы (47) А, не входит. Все остальные частные пишем в обрат- 
ном порядке: 

Ёа, Ел... 1, Применяя формулу (28) 
131 
1145' 


Следовательно, |х| = 5, |и| = 4 (ибо здесь х с меньшим ко- 
эффициентом). Для определения знаков у Хи у вычисляем послед- 
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ние цифры произведений 15.5 и 19.4; они здесь 5 и 6. Но 
6 — 5 = 1, следовательно, х = —5, и = --4. Общее решение есть: 


х = —5- 19; у= 4 4 15. 


(Мы написали двойной знак у &, ибо всегда можно написать — ѓ 


вместо #). 
Пример 2. Найти целые решения уравнения: 


126 х — 102у = 18. 


Здесь 0 (126, 102) = 6, но 18 делится на 6; сократив на 6, 
получим: 


21х — 170 = З. 
Решим сначала уравнение: 

21х — 17у = 1. 
Имеем: 

21:17 = 1 
ие Г 
4:1 =4 

Следовательно, |х 


|= 4, || =5. Вычисляем последние цифры 
произведений 21.4; 17.5; они 4и 5; но —21.4- 17:5 = 1. 
Значит, должно быть: 

х = —4, у = —5. 


Для уравнения: 21х — 170 = 3: 
х= —4.3 = —12, у= —5 • 8 = — 15, 


Общее решение данного уравнения: 
х= —12 4 178; у = —15 + 21. 


(Здесь мы оба раза пишем +, так как коэффициенты нашего 
уравнения имеют разные знаки). Беря знак -- и Ё = 1, получим 
положительное решение: х =5, и = 6. 

$ 29. Обобщим теперь теорему 40 на случай нескольких неизвест- 


ных. Пусть а1, а, ... ат — данные целые числа и 2 (а, а, ...ат)= 
= 4; пусть уже доказано, что уравнение 
ал -- 85 1... А дһ = й (52) 

имеет целое решение А, Х,...Хһ. Пусть нам дано еще одно 
целое число аи... Докажем, что тогда и уравнение 

аш + 9и, +... аи А даа == 6, (53) 
где ё = р (а, а.,...ат, аһа), тоже имеет целое решение 41, 
и, Ит» Ит 


осо +1: 

По теореме 13, $ 6, 8 = 02 (4, ат. 1), следовательно, по теореме 40 
уравнение 4у-|- ат+1Ии--1 = 8 имеет целое решение и, ат-.:. Под- 
ставляя сюда вместо 4 его выражение ах -|- ах. 4 ... | аһ 
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из (52) и обозначая и! = ху, И, = Х.у,...Ип == Ху, найдем целое 
решение уравнения (53). Этим доказано, что уравнение (52) имеет 
целое решение при всяком т. 

Далее, как и в случае двух неизвестных, непосредственно 
выводится, что общее уравнение 


ах, + ах. Р...-- а = С (54) 


имеет целое решение тогда и только тогда, когда с делится на 4. 
Обозначим в этом случае: с = ах; тогда по (54) имеем: 


ах + ах. 4... 4 а == ах. (55) 


Всякой системе целых чисел х, Х›, ... Хһ соответствует опре- 
деленное целое число х. Но и обратно: каждому целому х со- 
ответствует система (даже бесчисленное множество таких систем) 
пелых значений хи, х.,...х,„, удовлетворяющая уравнению (55). 
Иными словами: всякое целое число, представляемое в форме 
ах 00 4... 4 ахь (при целых х, х5, ... Х,), представимо 
и в форме ах (при целом х); и обратно. Это выражают, говоря, 
что обе эти формы эквивалентны. 

Итак: 

Теорема 41. Линейная однородная форма (с целыми коэффи- 
циентами) от какого угодно числа переменных всегда эквивалентна 
линейной однородной форме от одного переменного (тоже с целым 
коэффициентом). 

Эта теорема весьма важна. 

Покажем на примерах, как найти целые решения неопреде- 
ленного линейного уравнения с несколькими неизвестными. 

Пример 3. Дано уравнение: 


25х — 18у + 72 = 4. 


Делим все коэффициенты левой части на наименьший из них, 
т. е. на 7, и берем неполные (или полные, если деление ока- 
жется без остатка) частные. Обозначим: 


985—0 2 = и; (Г) 
умножаем это снова на 7 и вычитаем из данного уравнения: 

4х — бу= 4 — Ти, 
ИЛИ: 

4х — бу -- 7и = 4. 


Но это уравнение с неизвестными х, у, и того же типа, чтб 

и данное, только наибольший коэффициент здесь = 7, тот же, что 

в данном уравнении, — наименьший. Делим здесь левую часть 
на 4 и обозначаем: 

х— у + и = 0; (1) 


умножаем на 4 и отнимаем: 
—2у -- Зи = 4 — 40, 


или: 
—2у-- Зи | 40 = 4. 


Делим здесь левую часть на 2 и обозначаем: 


—у и + 20 = ш; (П) 
умножаем на 2 и отнимаем: 
и = 4 — 20. 


Подставляя это значение для и в (ПТ), находим: 


—и- 4 — 20 -- 20 = ш, 
или: 
у = 4 4- 20 — Зо. (ГУ) 


Подставляя значения для и и у во (11), находим: 


х — 4 — 20 4 Зо У{- 4 — 20 = о, 
или: 
х = 30 — Ш. (У) 


Наконец, подставляя в (Г) значения для х, у, и, находим: 


Оо — Зш — 4 — 20 -- Зо +- 2 = 4 — 20, 
или: 
2 = 8 — 70 — 20. (У1) 


Очевидно, что при произвольных целых значениях ои ои 
х, у, 2 будут целые. Таким образом (ТУ), (У), (УГ) и дают общее 
целое решение нашего уравнения; оно зависит от двух целых 
параметров о и ж. 

Этот способ можно применить и к уравнениям с двумя неиз- 
вестными. 

Пример 4. Дано уравнение: 


7х А А0 — 2х. - Зх, = 2. (1) 


Делим все коэффициенты левой части на наименьший из них 
(по абсолютной величине) и берем неполные (или полные, когда 
деление без остатка) частные; обозначим: 


Обе части этого равенства множим на 2 (т. е. на тот коэффи- 
циент, на который мы делили) и результат отнимаем от данного 
уравнения (1). Получим: 
жа. = 2 — 2и; 
отсюда: 
м == 2 — 2и — Хд. (ПІ) 
Подставляя это выражение для х; в (П), найдем: 
6 — би — Зх, +- 2х — Хз + х, = и, 
ИЛИ: 
Хз = 6 — Ти — 2х. -- 2х.. (ГУ) 
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Мы видим из (ПГ) и (ГУ), что, давая для и, ха, х, произволь- 
ные целые значения, мы получим и для х и х. целые значения. 
Таким образом, формулы 


м =2—2и— 0, Хә = Ш, Хз = 6 — 7и — 20-24, х, = 0 


и дают нам общее целое решение уравнения (1). Оно зависит от 
трех целых параметров и, о, ш (случайно здесь два из этих па- 
раметров — наши неизвестные хз и хл). При и= о = ш = 0 имеем 
частное решение: 

ХЕ 23-0; р 6; 0, 


$ 30. Теорема 40, особенно та ее часть, где говорится о су- 
ществовании целых решений уравнения ах 4- Ру = 4 = ” (а, Б), 
является основной в теории делимости целых чисел. Она непо- 
средственно вытекает из алгорифма Эвклида, который сам основан 
на теореме І о делении с остатком двух целых чисел. 

Основываясь на теореме 40, можно построить всю теорию де- 
лимости целых чисел, — вывести все теоремы о делимости, которые 
мы имели в главе 1. Например, пусть а и с взаимно-простые; 
тогда по теореме 40 существуют такие целые числа х, у, что 
ах су = 1. Умножим это на 2: 


абх -- су = Б. (56) 


Пусть аб делится на с; тогда из (56) видно, что вся левая часть, 
а значит и правая, т. е. 6, делится на с; это — теорема 15, кото- 
рую мы, таким образом, еще раз доказали. Далее, из (56) ясно, 
что всякий общий делитель аб и с является также делителем 
для 6, а следовательно, Р (аб, с) = Ю (6, с); это — теорема 16. 
Из теоремы 15 непосредственно вытекает теорема 19, а на этой 
теореме основана теорема об однозначности разложения числа на 
простые множители (у нас — теорема 21). 

$ 81. Применим теорию цепных дробей к доказательству одной 
важной теоремы о простых числах вида 4 4 1. Пусть р такое 


р р 


простое число. Рассмотрим дроби 5, =... 553 Все ОНИ > 2 и не- 


сократимы. Разложим каждую из них в цепную дробь. Пусть д — 
одно из чисел 2, 3, ... 2$ и пусть: 


_ е Д 
тан ач (57) 


Здесь А > 2, ё, > 1, п> 1, ибо Р. — не целое число. По фор- 
муле (33) $ 23 дробь в правой части (57) несократимая; следова- 


тельно: 
р = [Р, №... Б; д = [В ... №. 


Обратно, если мы нашли каким-нибудь способом представ- 
ление р скобками Эйлера 


2 == [^, Ко, ооа Е], 


| 
ьт.. | 
"ТЕ, 


где ё 2> 1, ё, > 1, пг 1, то, написав 2 = + 


мы будем иметь: д = [№,, ... А,]| < СЯ ибо Р > 2, т. е. 4 — одно 
из чисел 2, 3, ... 25. Но по формуле (28) $ 23 также 


р == А ал, ео • |; 


следовательно, если обозначим: а е м ‚ ТО 0’ = 
9 п—1 1. | ] 
• -+- г 
= [А,4, ... | — тоже одно из чисел 2, 3, ... 25. 

Таким образом, эти числа распределяются по парам — таких 
чисел, как д и 4’; но всего этих чисел 25 — | — нечетное число. 
Следовательно, непременно и и такой случай, когда 
б = те а, Еа = №, КР 

Рассмотрим. этот случай. Пусть. п=2т-- 1 — нечетное число; 
тогда: 


В == [Р1, Ро, Беле Кр Е ал, з СОР тет |; 
или, применяя формулы (29) и (28) $ 23: 


= [Е1, 9%: Рл) Ге аат Кос ... К: | + [/1, ... Алая | [2 т, зо Р] == 
ее о оаа 


Но это значит, что р разложено на два целых множителя и каж: 
дый из них > 1; этого не может быть, ибо р — простое число. 
Следовательно, й = 2т — четное, и мы получим по тем же форму- 
лам (29), (28) $ 23: 

р = [Р1, ... №, Ра ее . №] + Е 
-|- [А1, ее » | [м1 ее ев Р] = [Ат, ео е ка| А, ө ә е еч |: 
Т. е. мы доказали следующее: 

Теорема 42. Всякое простое число вида 4$--1 может быть 


представлено как сумма двух квадратов *). 
Пример. Пусть р = 73; при 9 = 27 имеем: 


1 


Здесь п == 6, №, = Ё, = 2, Р, = №5 = 1, Ё. = Ё, = 2; 
следовательно: 73 = [2, 1, 2]2-- [2, 1]? = 8° -{ 32, 


*) В дальнейшем (в гл. УІ, $ 71) мы докажем, что это представление одно- 
значно. 
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УПРАЖНЕНИЯ. 


22. Посредством алгорифма Эвклида найти: а) 0 (549, 387); 
6) [2(589, 343); в) 0(12606, 6494) ($ 19). 
Ответ. а) 9; 6) 1; в) 382. 
23. Разложить в цепные дроби следующие обыкновенные дроби: 
95122 | © 
а) заба > б) 2,3547; в) = ($ 20). 
Ответ. а) (1, 1, 3, 3, 3, 1, 5, 4, 4, 1, 3); 
б) (2, 2, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 20, 2); 
в) (0, 1, 1, 2, 1, 1, 6, 2). 
24. Разложить в периодические цепные дроби и вычислить 
с точностью до 0,0001: а) 5; 6) У 13; в) У 42; г) (59 ($ 21, 
24, 25). 
Ответ. а) (2, (4)) = 2,2361; 6) (3, (1, 1, 1, 1, 6)) = 3,6056; 
в) (6, (2,12)) = 6,4807; г) (7, (1, 2, 7, 2, 1, 14)) = 
== 7,6812. 
25. При помощи цепных дробей вычислить с точностью до 
0,0001 оба корня уравнения 3х? — 7х — 3 = 0 ($ 21, 24, 25). 
Ответ. м = ((2, 1, 2)) = 2,7032; х, = (—1, 1, 1, (1, 2, 2)) = 
== — 0,3699. 
26. При помощи цепных дробей вычислить оба корня уравне- 
ния х? + 9х + 6 = 0 с точностью до 0,0001 ($ 21, 24, 25). 
Ответ. ху = (—1.3, (1, 1, 1, 3, 7, 3)) = — 0,7250; 
Хә = (—9, 1, 2, (1, 1, 1, 3, 7, 3) = — 8,2750. 
27. При помощи цепных дробей вычислить все корни уравне- 
НИЯ ХЗ — х? — 2х -- | = 0 с точностью до 0,0001 ($ 21, 24, 25). 
Ответ. ж == (1, 1, 4, 20, ...) = 1,8019; 
— (0, 2, 4, 20, ...) = 0,4450; 
Хз = (—2, 1, 3, 20, 2, ...) = — 1,2469. 


28. Вычислить скобки Эйлера: а) [1, 0, 2, 0, 3]; 6) м 5 ЕЗ Ф 


Д 


т 
в) [2, —2, 3, —3, 1, —4]; г) о, 8, т, 8] д) [3, 0, 0,1] 
($ 22). 
Ответ. а) 6; б) 5; в) —26; г) әү ов ү? 4-а -- 1; 
д) 41. 
29. Проверить на примере [1, 2, 1, 3, 2, 3, 2] формулу (29) 
$ 23 при т= З ($ 23). 


30. Найти первые пять подходящих дробей разложения в цеп- 
ную дробь числа т = 3,1415926535897... ($ 24, 25). 


3. 22, 333. 355, 103993 


Ответ. т; у 5 1065 3: 33102. 


31. Найти первые пять подходящих дробей разложения в цеп- 
ную дробь числа е = 2,71828182845904 ... ($ 24, 25). 


11 19 
Ответ. 2, 3 а 


, 3 4 › тэ 

32. В каких уравнениях корни разлагаются в следующие цеп- 
ные дроби: а) ((2, 4, 1, 3)); 6) ((1, 2, 4, 6)); в) (2, 1, 2, (1, 
1,. 3)); г) (4, (1, 1,2, 1, 1, 9)? 6 27). 


Ответ. а) 1952 — 37х— 11 = 0; 6) 56х? — 72х — 13 =0; 
в) 2х2 — 15х + 26 =0; г) х2 — 21 =0. 

33. Найти все целые решения уравнения 253х — 449у = 1 
($ 28). 

Ответ. х= — 126 + 4497; у = — 71 + 2532. 

34. Найти целые решения уравнения 53х ++ 47у = 11 ($ 28). 

Ответ. х= — 6 + 47; у = 7 — 53. 


35. Найти целые решения уравнения [а, 8, ү, 8] х — [8, ү, 5] и= 
= 1, где 2, 8, ү, $ — целые числа ($ 28). 
Ответ. х= [8, у] г [°, ү, 012; И — [<, В, А +- [а, В, ү, 0] і. 
36. Найти целые решения уравнений: а) 24х 4 56у = 64; 
б) 81х — 48у = 33; в) 22х + 32у = 48; г) 36х — 15у = 8 ($ 28). 
Ответ: а) х= —2 | 7, у= 2—3; 6) х= 14 16, у= 
= 1 +27; в) х= —8- 161, у= 7 — 117; г) целых 
решений нет. 
37. Найти целые решения уравнения бх — бу +- 32 = 1 ($ 29). 
Ответ. х = и, у = 1 — Зо, 2 = 2 — 2и — 5у. 
38. Найти целые решения уравнения 5х + 4х, — 7х. — Зх, = 5 
($ 29). 
Ответ. д = и, Хх = 5 — 2и — 30 | ш, хз = ш, Ху = 5 —– и — 
— 40 — Ш. 


39. Способом $ 31 представить число 61 как сумму двух квад- 
ратов ($ 31). 


Ответ, 91 (5, 1, 1, 5); 61 = 5° + 6°, 


40. То же самое для числа 137 ($ 31). 


Ответ. 17 = (3, 1, 2, 2, 1, 3); 137 = 42+ 11°. 


ГЛАВА Ш 
СРАВНЕНИЯ 


$ 32. Пусть т — данное целое положительное число; вместе 
с ним рассмотрим и все его кратные Ат, где К — любое целое 
число =0 или = 0. Система всех этих кратных есть так назы- 
ваемый «модуль» *). Если разность двух целых чисел а и 6 де- 
лится на т или принадлежит к модулю т, то такие числа назы- 
ваются сравнимыми по модулю т. Это обозначается таким сим- 
волом: 
а= 0 (той т). (58) 


Некоторые авторы обозначают короче: 
а==6 (т). 


Такое соотношение между числами а и 6 называется сравне- 
нием или конгруенцией. Из него видно, что числа а и 6 при де- 
лении на т дают одинаковые остатки. 

Теорема 43. Для сравнений выполнены три основных закона 
равенств: симметрии, транзитивности и рефлексивности. 

Разъяснение. Закон симметрии говорит, что при а= Ё 
и б = а; закон транзитивности: из а = б, 6 = с следует а = с; 
закон рефлексивности: а = а. 

Если для некоторого соотношения выполнены эти три закона, 
то говорят, что это соотношение имеет характер равенства. Таким 
образом, теорема 43 говорит, что сравнение имеет характер ра- 
венства. 


*) Вообще модулем называется система М чисел, имеющая следующее свой- 
ство: если а и 6 принадлежат к М, то и а + Ё тоже принадлежат к М 
(иными словами: М — группа относительно сложения). Легко доказать, что 
в области целых рациональных чисел всякий модуль есть система кратных 
некоторого целого числа т > 0. Действительно, пусть т — наименьшее поло- 
жительное число данного модуля М, а п — какое-нибудь другое число из М. 
Делим п на т и обозначаем через д — частное, через г — остаток этого деле- 
ния. Имеем: 0 =г < т; п —дт = г. Отсюда видно, что г тоже принадлежит 
к М, следовательно, г = 0 (ибо т — наименьшее положительное число из М), 
т. е. п = 14. 
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Доказательство. 1) Если а—6 делится на т, то и Б — а тоже 
делится на т; таким образом, из а == 0 *) следует ё ==а (той т). 

2) Если а— 6 и 6 — с делятся на т, то (0—6) + (0 — с) = 
= а — с тоже делится на т; т. е. из а== 6, №ф==с следует 
а= с(той т). 

3) а—а = 0 делится на всякое целое число т; следовательно, 
а== а (той т). 

Замечание. Формула а= 0 (той т) говорит, что число а де- 
лится на т; формула а= 6 (той т) равнозначна с формулой 
а — 0 = 0 (той т). 

Всякое (целое) число сравнимо по модулю т со своим остатком 
от деления этого числа на т. Но от деления на т могут полу- 
читься только следующие остатки: или 0, или 1, или 2, ... или 
т— 1. Никакие два из этих остатков не сравнимы друг с другом 
по модулю т. Иными словами, все целые числа распределяются 
по т классам; первый класс составляют все числа, которые де- 
лятся на т (т. е. этот класс и составляет самый модуль т); 
второй класс составляют все числа, которые при делении на т 
дают остаток 1, и т. д.; последний класс (т-й) состоит из чисел, 
дающих при делении на т остаток т — 1. 

Итак: 

Теорема 44. Все целые числа распределяются относительно 
данного модуля тм на т классов так, что все числа одного 
и того же класса сравнимы друг с другом по модулю т, тогда 
как числа разных классов не сравнимы друг с другом по мо- 
дулю м. 

Заметим, что такое распределение чисел на классы относи- 
тельно данного соотношения возможно тогда и только тогда, 
когда для этого соотношения выполнены три основных закона 
теоремы 48. 

Если из каждого из т классов, на которые распадаются все 
целые числа по модулю т, взять по одному числу, то эти т 
взятых чисел составляют полную систему вычетов по моду- 
лю т. Полная система вычетов имеет два характерных свойства, 
а именно: 

Г. Никакие два числа из полной системы вычетов по модулю т 
не сравнимы друг с другом по модулю т. 

П. Всякое целое число непременно сравнимо по модулю т 
с одним (и только с одним) числом из полной системы вычетов 
по модулю т. 

Каждое из этих двух свойств вполне определяет данную си- 
стему т чисел, как полную систему вычетов по модулю т. 

Примеры полной системы вычетов по модулю т: 

1) 0, 1, 2, 3,... т—1; это — так называемые наименьшие 
положительные вычеты (остатки от деления чисел на м); 


*) Если рассматривают несколько сравнений по одному и тому же мо- 
дулю т, то обозначение (тоа т) часто пропускают. 
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2) 0, —1, —2, —3, ... —(т—1); это наименьшие отрица- 
тельные вычеты; 


3) 0, +1, -2, ... лес если т нечетное; 
ан к + ("1 +5 [или — 3 вместо +"), 


если т — четное; это — абсолютно-наименьшие вычеты. 
4) Если а— какое-нибудь целое число, то числа а, а +1, 


а +2, ...а-+ т — 1 образуют полную систему вычетов по мо- 
дулю т, ибо свойство І для нее выполнено. 
5) Если а — взаимно-простое с т, то числа 0, а, 2а, ... (т — Та 


(вместо О можно взять та) образуют полную систему вычетов по 
модулю т, ибо свойство І здесь выполнено: если ха == а (той т), 
то, следовательно, ха — Аа = (х — л) а делится на т; но Ш (а, т) = 
= |. значит (по теореме 15, $7) х — А делится на т; но |х А |< т, 
следовательно, при х = Х этого не может быть. 

Таким образом, в зависимости от модуля п всякое целое число 
непременно представляется одною из форм: ёт, Ет-- 1, Ат -- 
2, ... Рт |- т— 1, или: ет, Рт — 1, Рт —– 2, ... Рт —– т + 1. 
Например, при т = 2 имеем две такие формы: 22, 28 +- 1 (или 
2р — 1). Первая — форма четных чисел, вторая — форма нечетных 
чисел. При т = 3 имеем три формы: ЗЕ, Зе + 1, Зе 4 2 (или 
Зе — 1). При т = 4 имеем четыре формы: 4№, 48 +1, 48 + 2, 
4р -- З (или 42 — 1). И т. д. 

$ 33. Основные свойства сравнений. Эти свойства являются 
просто следствиями соответствующих теорем о делимости (глава Г). 


Теорема 45. Если а= 6 (той т) и т делится на К, то и 
а==6 (тоа ^). Это следует непосредственно из теоремы 2, $ 2. 


Теорема 46. Еслиа == № (той №), а= № (тоа А,), ... а= 6 (той Ри) 
и М(Р,, 2,, ... №) = т, то а= 0 (той т). 

Это вытекает из теоремы 8, $ 3, ибо а — Ё — общее кратное 
для Р, К, ... Ё,. 

Теорема 47. Если а==6 (той т), то ас == вс (тоа | тс |). 

Действительно: 

асе — Бс _ а— 6 
тс т 


Следствие. Если а = 0 (той т), то ас ==бс(то4 т). 
Это вытекает из теорем 47 и 45. 


Теорема 48. Сравнения с одним и тем же модулем можно 
почленно складывать. 

Доказательство. Пусть а == Б (той т), а, = 0, (той т), т. е. 
2—60 и а — б делятся на т. Но тогда и их сумма (а — 5) + 
Ч (аа — 01) = (а 4- 01) —(6-6:) делится на т, следовательно 
а 4-а: == + 6: (тоа т). 
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Это непосредственно обобщается и на несколько сравнений. 

Следствие 1. Сравнение с одним и тем же модулем можно 
почленно вычитать. 

Действительно: из а; == 2, (тоа т) следует: — а, == — 6, (той т) 
(см. следствие из теоремы 47 при с= — 1); следовательно, 
а— а == 0 — 6, (той т). 

Следствие 2. Можно прибавить к обеим частям или отнять 
от обеих частей сравнения одно и то же число: если а= ё (той т), 
то а с==6 + с(той т), так как с== с. 

Отсюда непосредственно выводим: 

Следствие 3. В сравнениях, как и в равенствах, можно пере- 
носить члены из одной части в другую с противоположными 
знаками. 

Теорема 49. Сравнения с одним и тем же модулем можно по- 
членно перемножать. 

Доказательство. Пусть а== 0 (той т), а, == 6, (той т); тогда 
(по следствию из теоремы 47) аа = Бау, Бау 00, (тоа т). Отсюда 
(по закону транзитивности) аа; == 66, (той т). 

Это непосредственно обобщается на несколько сравнений. 

Следствие. Обе части сравнения можно возвысить в степень 
с одним и тем же натуральным показателем. 


Теорема 50. Если ас == вс (то т) и О (с, т) = а, тоа== Б (пой т. 


Доказательство. Пусть с = сӣ, т = тій; тогда: 
со зое саи Это — целое число, т. е. (а — б) с 
т т т 
делится на т.; но су и т — взаимно-простые (по теореме 10, $ 4), 
следовательно (по теореме 15, $7), а — Ё делится на т, т. е. 
а= № (тоа т). 
Важны следующие два предельных случая этой теоремы. 
Следствие 1. Если а = с, т. е. т делится на с, то из 


( 


т 
ас==6с(той т) следует: и == 0 той т). Иными словами: обе ча- 


сти сравнения и модуль можно сократить на их общий множитель. 

Следствие 2. Если а = 1, т. е. т и с взаимно-простые, то из 
ас==0с(тоа т) следует: а= № (той т). Иными словами: обе части 
сравнения можно сократить на их общий множитель, если только 
он взаимно-простой с модулем. Например: 24==4(то4 10), но 
6 = | (той 10). 

Замечание. Таким образом, в области действий умножения 
и деления нет полной аналогии сравнений с равенствами. 

Из предыдущих теорем и следствий вытекает следующая общая 
теорема: 

Теорема 51. Пусть (а, 6, с, ...) — произвольная целая рацио- 
нальная функция от целых чисел а, 6, с, ... (постоянных или пере- 
менных, известных или неизвестных) с целыми коэффициентами. 
Если а== 0, В == 0,. с=с, ... (то т), то и 


Г(а, В, с, ...) =} (01, 01, с, .„..)(тоа т). 
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Иначе: сравнение не нарушится, если числа, входящие в ка- 
кую-нибудь его часть, заменить какими-небудь сравнимыми с ними 
числами по тому же самому модулю. (Очевидно, что обе части 
сравнения только и могут быть целыми рациональными функциями 
от целых чисел). 

Доказательство. Пусть | (а, 6, с, ...) = У Са? ..., где С — 
какие-нибудь целые коэффициенты. Имеем по следствию из тео- 


ремы 49: 
ЕЕ, ЕВ. РЕ 


а по самой теореме 49 и по следствию из теоремы 47: 


Саб... == Сас ...; 
наконец, по теореме 48: 
У Сафет... ==У Сас... 


и теорема 51 доказана. 

Доказанная теорема позволяет заменить в сравнении все 
постоянные известные коэффициенты их наименьшими вычетами, — 
положительными, или абсолютно-наименьшими по данному модулю. 
В частности, все числа, делящиеся на модуль, можно заменить 
нулями. Можно при желании все коэффициенты в сравнении сде- 
лать положительными. 

Заметим, что теоремы 48 и 49 определяют действия сложения 
и умножения над классами по данному модулю т, ибо если число а 
принадлежит к классу А, а число ё принадлежит к классу В, 
то А-- В можно определить как класс, к которому принадлежит 
а + Б. По теореме 48 этот класс определяется однозначно, т. е. не- 
зависимо от выбора представителей а, 6 его слагаемых А и В. Подоб- 
но же, класс АВ определяется как класс, к которому принадлежит 
число аб; по теореме 49 он тоже определяется однозначно. 

$ 34. Некоторые частные случаи. Теорема 52. Квадрат всякого 
нечетного числа сравним с единицей по модулю 8. 

Доказательство. Всякое нечетное число имеет вид: 4№ + 1. 
Беря сравнение по модулю 8, имеем: 


(48 -- 1)? = 164? -- 8А - 1 ==1 (тоа 8), 


и наша теорема доказана. 

Теорема 53. Нечетное число вида 4 --3 нельзя представить 
как сумму двух квадратов (целых чисел). 

Доказательство. Пусть х и у — любые целые числа. Если они 
оба четные или оба нечетные, то х?- и? — четное. Если же, на- 
пример, х — четное, а у — нечетное, то х? делится на 4, т. е. 
х? == 0) (тоа 4). а по теореме 52 у? == І (той 8), т. е. и у?==1 (тоа 4). 
Следовательно (по теореме 48): 


х? -- у? == 1 (тоа 4). 
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Таким образом, никогда не бывает, чтобы х? | у? было 
== 3 (то4 4), чем и доказана наша теорема. 

Замечание. Теорема 53 применима для всех чисел формы 
48 | З, в частности, и для простых чисел такой формы. Таким 
образом, она является дополнением к теореме 42, относящейся 
к простым числам формы 42 + 1 (но только к простым числам 
такой формы). 

$ 35. Функция ф (т) *). Через ф (лт) сбозначается число (целых 
положительных) чисел, меньших данного (целого положительного} 
числа т и взаимно-простых с т. Кроме того, дополнительно 
определяется $ (1) = 1. Эту функцию $ (т) можно еще определить 
так: она есть число классов чисел по модулю т взаимно-простых 
с т, или — число чисел, взаимно-простых с т, из какой-нибудь 
полной системы вычетов по модулю т **). 

Выведем формулу для вычисления функции Ф (т). 

Если т = р — простое число, то очевидно, что все целые 
числа >0 и < р — взаимно-простые с р; следовательно, 


Ф(р) =р— 1. (59) 
Если т = р" — степень простого числа, то из чисел >0 и < р" 
делятся на р только следующие: р, 2р, Зр, ... (р! — 1) р; их 


число: р”! —1. Все остальные числа > 0 и < р не делятся на р, 
следовательно, — взаимно-простые с р“. Таким образом: 


Ф (р) = (0°— 1)—(0"—1—1) = рр == р"! (р— 1) = р" 1—1) . (60) 


Для дальнейшего необходима следующая вспомогательная тео- 
рема: 

Теорема 54. Если переменная х пробегает полную систему 
вычетов по модулю а, а переменная у пробегает полную систему 
вычетов по модулю бё иа и № взаимно-простые, то 2 = ау + 6х 
пробггает полную систему вычетов по модулю аб; 2 тогда и только 
тогда взаимно-простое с аб, когда х взаимно-простое с а, а у 
взаимно-простое с 6. 

Доказательство. х принимает а значений, у принимает 6 значе- 
ний; комбинируя каждое значение х с каждым значением у, получим 
аб значений для 2. Докажем, что никакие два из этих значений 2 
не сравнимы по модулю аб. Пусть 


21 = ау + бх, 25 = ау» + 0х 
и пусть 
ау + Вх == ау + 6х, (той аб); 


тогда (по теореме 45): аи, + 6х! = ау» -|- 6х. (той а); а: - 6х, == 
=ау» | 0х, (тоа 0). 


*) Эту функцию ввел и исследовал Эйлер. 
**) Легко видеть, что все числа данного класса по модулю т имеют один 
и тот же общий наибольший делитель с т. 
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Отсюда (по теореме 51): 
рх, == 6х. (тоа а); аи: == ау. (той 6) 


и по следствию 2 из теоремы 50: 
АА == х, (тойа); и: == у. (той). 


Но х; и х, числа из полной системы вычетов по модулю а; 
если они различны, то они несравнимы по модулю а, следова- 
тельно, у = х.. Аналогично найдем: у = у», Т. е. 2, = 2,. Этим 
доказана первая часть нашей теоремы. 

Пусть 2= ау +4- х взаимно-простое с ар, а следовательно, 
иса ис б отдельно; тогда 2 — ау = ёх взаимно-простое с а, 
т. е. и х взаимно-простое с а. Аналогично, 2 — Вх = ау взаимно- 
простое с Ё, т. е. и у взаимно-простое с 6. 

Пусть теперь, обратно, х — взаимно-простое с а, а у —с ё; 
тогда, очевидно, 2 взаимно-простое ис аи сё, следовательно, ис аб 
(по следствию 1 теоремы 16, $ 7). Этим доказана и вторая часть 
теоремы 54. 

Но в полной системе вычетов по модулю а имеется Ф (а) зна- 
чений х, взаимно-простых с а, а в полной системе вычетов по 
модулю б имеется (б) значений у, взаимно-простых с 6; следо- 
вательно, всего (а) (б) значений 2, взаимно-простых с ар. Но 
ведь все значения 2 образуют полную систему вычетов по модулю 
ар, значит: 

Следствие 1. Если р (а, Б) = 1, то (аб) = Ф (а) о (Б). Это непо- 
средственно обобщается на случай нескольких сомножителей, если 
они попарно взаимно-простые (на основании следствия | теоремы 16, 
$ 7): ведь если а — взаимно-простое с В и с с, то а взаимно- 
простое и с ёс; отсюда 


Ф (а6с) = Ф (а) $ (Бс); 


а если № и с взаимно-простые, то: 
$ (0с) = Ф (6) Ф (с), 


следовательно: 
Ф (абс) = $ (а) $ (6) Ф (с) 
И Тт. Д. 
Если данное число т разложено на простые множители 
т = рот ..., то р“, 98, гї, ... попарно взаимно-простые; следо- 
вательно: 


Ф(т) = Ф (р%) (9) (71) ... 


Применяя формулу (60), получим: 
Следствие 2. Для любого целого т > 0 имеем: 


$ (т) = р (р — 1) 91 (9 — 1) 1107—11)... = 
= т(1—21)(1—2)(1-2)... (61) 
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Пример: 60 = 22.3. 5; следовательно: 
/ | 1 2 4 
9 (60) = 60.11 т. Е (1—4) а Е 
Заметим, что Ф (т) всегда четное число, за исключением слу- 
чаев, когда т = 1 и т = 2. 
Всякий делитель числа т по формуле (14) $ 16 имеет вид: 


а И: 
где х может иметь значения 0, 1, 2, ... а; А может иметь зна- 
чения 0, 1, 2, ... В ит. д. Построим такое произведение 


[1-6% (0)--% (0°) +... + (РФ (9) +3 (9) ...+3(9]... (62) 
Перемножив эти суммы по обычному правилу умножения 
многочленов, найдем: 


У $(р*)® (9) 2)... = 2 (рф ...)= У #(0), 


х, А, р. э А, р, 
где сумма берется по всем делителям 4 числа т. 
С другой стороны, имеем: 
1% (р) (0°) +... + Ф(0")=1--р—1+02—р ... "рр; 


точно так же: 


14 (9) + $ (9) +... +09) = 93 ит. д. 


Отсюда получаем, что выражение (62) имеет значение: 


р?и... = т. 
Итак: 
Теорема 55. Если 4 пробегает все делители данного числа 
т > 0, то 
24 (4) = т. (63) 


Это — формула Гаусса. 

$ 36. Определим еще одну арифметическую функцию — так 
называемую функцию Мебиуса (МоеБ1и$) следующим образом: 
№ (1) = р =1; если т=р%9°1.. разложение т на простые мно- 
жители и хоть один из показателей &, В, 1,... 21 (т. е. если т 
делится на некоторый квадрат > 1), то в(т) = 0. Если же 
т = рур, ... рь, где ра, р.,... р все различные простые числа, 
то № (т) = ри = (— 1). 

Таким образом, если т = р"... и р — число различных 
простых чисел р, 0, 7, ..., то мы получим (если 4 пробегает все 
делители числа т): 


ра = ра Е (ор ва +.) (ва Е Ваг 6) + 
е Ы =1—2+ (5) (5) + ... = (1 — 1) = 0. 


Только при т = 1 Ув = ра = в = 1. 
а 


Итак: 
Теорема 56. Для всякого целого числа т> ! Ув, = 0; при 
а 


т=1 Ув, = 1. (4 пробегает все делители числа т). 
а 


Выведем теперь одну общую формулу, относящуюся к арифме- 
тическим функциям, — так называемую «формулу обращения» 
Дедекинда (Юрейекіпа) и Лиувилля (оцуШе). 

Пусть Ф(т) какая-нибудь арифметическая функция; определим 
другую арифметическую функцию Ё (т) следующим образом: 


Е (п) =УФ(а), (64) 
а 


где а пробегает все делители числа т. 
Пусть 4 какой-нибудь делитель числа т; напишем формулу 


(64) для числа =; 


ғ") Ф); (65) 


т 
здесь б пробегает все делители числа --. Умножим обе части (65) 


на и) и просуммируем относительно всех делителей а числа т; 
получим: 


т 
УР (7) УУФ) (66) 
а а 5 
Здесь Я и 9 такие делители числа т, что р — целое число, 


т э 
—. Суммируя в правой 


5 
части (66) сначала по 4, а затем по $, получим: 


УУмФ = ФФУ. (67) 


Но по теореме 56 Ури = 0, за исключением случая, когда 
а 


т. е. 4 можно считать делителем числа 


т з 

т = 1, т. е. б = т. Следовательно, в правой части (67) только 
одно слагаемое внешней суммы не равно нулю, а именно, при 
д = т; оно равно Ф (т). Итак, из (66) и (67) имеем: 


Ф (т) = УР |") . (68) 


Таким образом: 

Теорема 57. Если арифметическая функция Ё (т) определяется 
через Ф (т) формулой (64), то, обратно, функция Ф (т) тоже одно- 
значно определяется через Р (т) формулой (68). 

Формула (68) и есть формула Дедекинда и Лиувилля. 


Обозначают: Ё (т) = {Ф (т); Ф (т) = "ОЕ (т). Е(т) называют 
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числсвым интегралом от Ф (т), взятым по делителям; Ф (т) назы- 
вают числовою производною от Ё (т). 

Пример 1. Если Ф (т) = т, то Е(т) = 5 (т) ($ 17); если 
Ф (т) = 1, то Ё (т) = т(т) ($ 16). 

Пример 2. Если Ё(т) = т = рї... , то по формуле (68): 


Фи = Уат + Пи 
а 
т т РУ 1 | 
ТИЕ е. 0 аг == | 501-1) 1)... = (т) 


(по (61), $ 35). 

Таким образом, мы снова вывели формулу Гаусса ($ 35, тео- 
рема 55). 

$ 37. Теорема Ферма-Эйлера. Пусть т — данный модуль, а 
число а взаимно-простое с т. Обозначим: х (т) = р. Существуют 
точно |. классов чисел, взаимно-простых с т; пусть ал, а,, ... а, — 
представители этих классов. Возьмем произведения: 


аа, 2а, ... аа. (69) 


Все они тоже взаимно-простые с 11 (см. $ 7, следствие | из тео- 
ремы 16) и никакие два из них не сравнимы друг с другом по 
модулю т, так как из а,2 = а,а получается (см. $ 33, следствие 2 
из теоремы 50) а, == а. (тойт), а числа 12}, а,, ... а, несравни- 
мы по модулю т. Следовательно, числа (69) — тоже представи- 
тели всех классов чисел, взаимно-простых с т, значит, каждое 
из них сравнимо с одним и только с одним из чисел ал, а, ... а. 
Таким образом, мы имеем |, сравнений по модулю т: 


аа=а., а= аз, ... аааз; 


здесь а,, аз, ... а — все числа а, 0, ... а. только в каком- 
нибудь ином порядке. Перемножив все эти сравнения (по тео- 
реме 49, $ 33), получим: 


аа... а, + а= ааз ... а, (той). (70) 


Но аа... а, = 0, ... а, (так как произведение не меняется 
от перестановки сомножителей), и на это произведение можно 
сократить обе части сравнения (70) (по следствию 2 из теоремы 50, 
$ 33); получим (написав снова є (т) вместо р): 

Теорема 58. Если а взаимно-простое с т, то 


а? “== | (той т). (71) 
Частный случай. Если р — простое и а не делится на р, то 
аР1==| (тор), (72) 


так как Ф (р) = р — 1. 

Этот частный случай нашел Ферма (в ХУП ст.\; его доказал 
и обобщил Эйлер (в ХУПГ ст.). Поэтому эта общая теорема 58 
и называется теоремой Ферма - Эйлера. 
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Пример 1. Пусть т = 7; имеем: 26 = 64== 1 (то4 7); 
36 = 729== | (тоа7). 

Пример 2. Пусть мт = 12; Ф(12) = 4; имеем: 5* = 625 == 
== | (тоа 12); 7* = 240] == | (тоа 12). 

Другое доказательство теоремы Ферма-Эйлера. Пусть а — 
взаимно-простое с 11; возьмем ряд степеней а: а, а?, аз, ... Их 
бесчисленное множество и все они — взаимно-простые с т. Но ведь 
имеется всего только $ (т) классов чисел, взаимно-простых с т, 
следовательно, все степени а не могут быть несравнимыми по 
модулю т. Пусть а == а^ (тойт) и х>^; в таком случае это 
сравнение можно сократить на а^ (следствие 2 из теоремы 50, $ 33) 
и мы получим: 

а^ == | (тоа т). 


Следовательно, между степенями а имеются такие, которые 
сравнимы с | по модулю т. Пусть и такой наименьший положи- 
тельный показатель, что 

а ==| (тойм); 


число и называется показателем, к которому принадлежит а по 
модулю т. Пусть еще: а^ == 1 (той т), пу > п; деля пл на п, найдем 
($ 1, теоремы 1): 

п = п9 г; Ои < п. 
Следовательно: 


| = а" == 079" = а". а == а (тойм). 


а= 1 (той). 


Но г< и, а п — наименьший положительный показатель, для ко- 
торого а"== 1 (той т); значит, г = 0, и п: делится на и. 
Если теперь: а = а^ (той т), х > А, то 


а= 1 (тойм), 


следовательно, х — А делится на п, или х==А (тол). 

Очевидно, что и обратно: если х — А делится на и, то а*-^== 
== 1 (тоат); умножив обе части этого сравнения на а^, получим: 
а == а` (той т). 

Итак: 

Теорема 59. Для всякого числа а, взаимно-простого с т, най- 
дется такое натуральное число п (показатель, к которому принад- 
лежит а по модулю т), что: 1) а"==1 (тодт), 2) а* == а^ (той т) 
тогда и только тогда, когда х ==А (тойи). 

Отсюда следует, что никакие две степени из ряда 


а= |. а. а. аа (73) 


не сравнимы друг с другом по модулю т (или, как говорят, все 
степени (73) различны по модулю т), так как при Ох <и, 
ОА <и, ХА х —– А не может делиться на п. Следовательно, 
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степени (73) являются представителями различных классов по мо- 
дулю т, взаимно-простых с т. Если п = Ф (т), то теорема 58 уже 
доказана. Если же и < (т), то, значит, имеется еще число 6, 
взаимно-простое с т и не сравнимое ни с одной из степеней (73). 
Возьмем произведения: 


р. Ва ба’ 0: (74) 


все они взаимно-простые с т и различны по модулю т, так как 
из фа“ == 6а^ (той т) следует (следствие 2 из теоремы 50, $ 33): 
а == а^(то4 т), что неверно. Никакое произведение (74) не сравнимо 
и с степенью (73), ибо из 


ра == а^ (той т) 


при А> х вытекает: б == а^ (той т), а при А < х следует (умно- 
жая на а" *): Б = а"+^—* (тоа т), но ведь 6 не сравнимо ни с какой 
степенью а. 

Отсюда следует, что числа (73) и (74) являются представителями 
различных классов по модулю т, взаимно-простых с т; следова- 
тельно, ф(т) > 2п. Если $ (т) = 2п, то теорема 58 доказана, ибо 
тогда а?(”) = аё" == | (тоат). Если же Ф (т) > 21, то имеется еще 
по крайней мере один класс чисел, взаимно-простых с т. 

Пусть с — представитель этого класса; тогда берем произве- 
дения: 

с, са, са?, ... са"! (75) 


и доказываем, что эти п чисел — представители новых и классов 
чисел, взаимно-простых с т, а следовательно, $ (т) 2 Зи. 

Для этого следует доказать, что: |) все числа (75) различны по 
модулю 11; 2) числа (75) не сравнимы с числами (73); 3) числа (75) 
не сравнимы с числами (74). Но |) и 2) доказывается так же, как 
и для ряда (74). Докажем 3). Пусть 


са“ == фа^ (той т); 


отсюда при А> х следует: с==фа^* (той т), а при А< х 
с==фа”"+^-* (тоа т). Оба раза получается, что с сравнимо с одним 
из чисел (74), а это неверно; т. е. 3) доказано. 

Подобно же продолжаем и далее. 

Таким образом, при ёй < Ф (т) мы выводим, что (А + 1) п = Ф (т). 
Но этот процесс должен закончиться, так как все наши числа 
целые и Ф (лт) конечно. Следовательно, при некотором натураль- 
ном № будет Ф (т) = Рп, и теорема 58 доказана. 

Из предыдущих рассуждений следует такое дополнение к тео- 
реме 59; 

Показатель, к которому принадлежит а по модулю т, есть де- 
литель числа $ (т). 

Следствие из теоремы 58. Если р — простое, а а — любое целое 
ЧИСЛО, ТО 


а? == а (той р). (76) 
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Ибо при а, не делящемся на р, мы получим (76) умножая обе 
части (72) на а. Если же а делится на р, то сравнение (76} оче- 
видно: каждая его часть сравнима с нулем по модулю р. 

Заметим, что и обратно: при а, не делящемся на р, из (76) 
следует (72). 

$ 38. Тождественные и условные сравнения. Если в сравнение 
входят неопределенные величины (буквы), то подобно тому, как 
в равенствах, могут быть два случая: 

1. Сравнение остается верным при всех (целых) значениях вхо- 
дящих в него букв; эти буквы — переменные. Данный случай со- 
ответствует тождеству. 

2. Сравнение верно только при некоторых определенных зна- 
чениях входящих в него букв; эти значения надо найти; буквы — 
неизвестные. Данный случай соответствует уравнению. Такое сравне- 
ние назовем условным. 

Однако аналогия с равенствами здесь неполная: во-первых, 
кроме двух частей сравнения, здесь есть еще и модуль, который 
тоже может быть неизвестным. Но такое сравнение мы в даль- 
нейшем не будем рассматривать. Во-вторых, относительно мо- 
дуля т у нас всего только т различных чисел, или различных 
классов. Таким образом, чтобы найти все решения данного сравне- 
ния, нужно каждому неизвестному придать только т различных 
значений, т. е. произвести только конечное число испытаний, так 
как из теоремы 51 ($ 33) следует, что вместе с числом а и все 
числа, сравнимые с а по данному модулю, удовлетворяют нашему 
сравнению или все не удовлетворяют ему. 

Обе части сравнения — целые рациональные функции от букв 
(неизвестных или переменных) с целыми коэффициентами. Если 
мы перенесем все члены в сравнении в левую часть так, чтобы 
с правой оказался нуль, то получим сравнение такого вида: 


Р(х, у, 2, ...)==0 (тойм), (77) 


где / (х, у, 2, ...) целая рациональная функция от х, у, 2, 

с целыми коэффициентами. Но здесь имеется отличие от равенств: 
если равенство / (х, и, 2, ...) = 0 есть тождество, т. е. верно для 
всех значений х, у, 2, ... то все коэффициенты левой части должны 
быть равны нулю; очевидно и обратное. В сравнении же (77), 
конечно, если все коэффициенты левой части делятся на т, то 
всякие целые значения переменных х, и, 2, ... этому сравнению 
удовлетворяют. Однако не обратно, как следует из такого при- 
мера: мы видели, что сравнение (76) удовлетворяется всяким целым 
значением а, но ведь - это сравнение вида а? — а == 0 (той р); 
в левой его части коэффициенты | и —і не делятся на р. 

В дальнейшем мы будем считать тожосственным сравнением 
такое сравнение вида (77), в котором все коэффициенты левой части 
делятся на т. Таким образом. бывают сравнения удовлетвогяю- 
щиеся любыми (целыми) значениями переменных, но не тсжде: 
ственные. 
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Условные сравнения бывают с одним, с двумя, с тремя ит. д. 
неизвестными. Наивысшая степень неизвестного в условном сравне- 
нии (после всех его упрощений) называется степенью сравнения. 
Мы рассмотрим сравнения только 1-й и 2-й степени с одним не- 
известным. Решения сравнения называются его корнями. 

Как мы уже говорили, корни сравнения тоже определяются 
по данному модулю т, т. е. вместе с данным корнем ху все числа 
класса, к которому принадлежит хо, тоже являются корнями того же 
сравнения. Такие корни мы не считаем отличными от х; иными 
словами, мы считаем корнем весь класс, представителем которого 
является Хо. Следовательно, если мы говорим, что жу и х, — раз- 
личные корни данного сравнения (по модулю т), то это значит, 
что ху и х, не сравнимы друг с другом по модулю т. 

$ 39. Сравнения 1-й степени. Общий вид такого сравнения: 


ах == Б (той т), (78) 


где а и 6 — данные (целые) коэффициенты. 

Рассмотрим сначала случай, когда ЏР (а, т) = 1. Пусть х про- 
бегает полную систему вычетов по модулю 1/1; в таком случае и ах 
тоже пробегает полную систему вычетов по модулю т, так как 
из сравнения ах, = ах (тоа т) следует ($ 33, теорема 50, след- 
ствие 2): х, == х (той т) (ср. также $ 32, пример 5). При некотором 
единственном Хх = ху вычет ахо из этой системы принадлежит 
к тому же классу, что и 0, т. е. ах, ==6 (той т), и это решение 
х == хо(той т) единственное. 

Пусть теперь ПО (а, т) = а> 1; если ах — Б = ту (т. е. делится 
на т), то $ должно делиться на 4. Следовательно, если 6 не де- 
лится на 4, то наше сравнение (78) не имеет решений. Пусть В 
делится на 4: 6 = 46;; обозначаем еще: а = аа, т = ат); тогда 
(по следствию | из теоремы 50, $ 33) сравнение (78) равносильно 
(т. е. удовлетворяется теми же самыми значениями неизвестных) 
сравнению: 

ах == 6, (тоа т). (79) 


Здесь О (а, ту) = 1 (по теореме 10, $ 4) следовательно, сравне- 
ние (79) имеет одно и только одно решение по модулю ти: 
ХЕ Хо (1104 т) или х= х - Ат, где Е — любое целое число. Все 
эти значения х удовлетворяют и сравнению (78), но только здесь 
мы их рассматриваем по модулю т. 

Легко видеть, что при А = 0, 1, 2,... 4—1 мы получим 
решения: 


Хо, хо +, хо 2р... хо (0—1) 5, (80) 


различные по модулю т, тогда как при всех других (целых) зна- 
Г. т 
чениях № числа хо 4+ ту = хо | К будут все сравнимы с чис- 


лами (80) по модулю т. Следовательно, в этом случае сравнение 
(78) имеет 4 решений. 
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Таким образом: 

Теорема 60. Сравнение 1-й степени вида (78) имеет решения 
тогда и только тогда, когда $ делится на 4 = Ш (а, т), и в этом 
случае — точно 4 решений. В частности, при 4 = 1 сравнение (78) 
имеет всегда и только одно решение. 

Относительно практического решения сравнений заметим, что 
хотя конечным числом испытаний можно всегда найти все реше- 
ния, однако при большом модуле /т этот способ практически весьма 
громоздок. Мы дадим два более удобных способа. 

1) Сравнение вида (78) — только иначе выраженное уравнение 
1-й степени с двумя неизвестными: ах — 6 = ту, или 


ах — ту = 6. 


Мы уже знаем, как решить в целых числах это уравнение при 
помощи алгорифма Эвклида или цепных дробей ($ 28). Мы знаем 
также, что если ху — частное решение, то общее решение есть: 


х= Х, -|- рт. где 2 = Р (а, т); это то же, что нам дают и фор- 


мулы (80). 
Пример 1. Решить сравнение 


58х == 87 (тоа 47). 


Сначала заменим коэффициенты их наименьшими положитель- 
ными вычетами по модулю 47: 


11х == 40 (тоа 47). 


Затем решим сравнение 11х’==1 (той 47). Для этого по пра- 
вилу $ 28 применим алгорифм Эвклида к числам 47 и 11: 


47:11 =4 Вычислим скобки Эйлера [1, 3, 4], беря 

11:3 =3 в них все наши частные, кроме последнего: 
3:2 = 1 13 4 
о 114 17 


Очевидно, |х’ | = 17; чтобы определить знак у х", найдем по- 
следние цифры в произведениях: 11 · 17 и 47.4. Они будут 7 и 8: 
но должно быть 11х' — 47у’ = 1, следовательно, х’ = —17, у’ = 
== —4 (значение у’ нам не нужно). Чтобы найти х, надо х’ умно- 
жить на правую часть нашего сравнения, т. е. на 40; получим: 
х = —680, или правильнее: х= —680 (тоа 47). «Приведем» — 680 
по модулю 47 (т. е. найдем наименьший положительный или абсо- 
лютно-наименьший вычет) и получим: 


х==25 (тоа 47). 


Лучше было бы в правой части сравнения вместо 40 взять 
абсолютно наименьший вычет по модулю 47, т. е. —7; мы нашли бы: 


х = (—17) (—7) = 119==95 (той 47). 
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Это решение — единственное. 
Пример 2. 78х==57 (тоа 93); здесь 2 (78, 93) = 3; 57 де 
лится на 3, т. е. решения имеются. Сократив на 3, найдем: 


26х == 19 (тоа 31). 
Сначала решим сравнение: 

26х' = 1 (той 31); 
имеем: 31:26 = | 5 | 


— а ——_——_——_——— 


26:5 = 0 15 6 
1 =5 
|х| =6. В произведении 26.6 последняя цифра 6, а в про- 
изведении 31 · 5 последняя цифра 5, следовательно, х' = -6; 


отсюда: 
х==6. 19 == 114 == —10 (тоа 31). 


Относительно же модуля 93 имеем три различных решения: 
х==—10 (10493); х= 21 (той 93); хз==52 (тоа 93). 


2) Способ Эйлера. Пусть в сравнении (78) а — взаимно-простое 
с т; тогда по теореме 58 (Ферма - Эйлера): 
ат") — а. а%0")—1 == 1 (тоа т); 
а (а?0")—1 . 6) = 0 (той т). 
Следовательно, 
х= 090—1. р (81) 


и есть корень нашего сравнения (78) (при Ш (а, т) = 1). 

Недостаток этого способа тот, что при большом $ (т) прихо- 
дится возвышать а в степень с большим показателем ф (т) — 1. 
Вычисления упрощаются, если возводить в степень «по данному 
модулю», т. е. одновременно приводить результат по модулю, как 
мы покажем на примерах. 

Пример 3. 11х== 15 (тоа 24). Здесь 02 (11, 24) = 1. Находим: 
Ф (24) = 8; нужно найти 117. Будем вместо равенств писать сравне- 
ния по модулю 24. Найдем: 112 = 121 == 1, следовательно, 11== 1, 
118== 1, 11%== 11. Далее: 11.15 = 165== —3, следовательно, 

== —3 (тоа 24). 

Пример 4. 196х==77 (тоа 91). Приводим по модулю 91: 
14х ==77 (то4 91). Здесь О (14, 91) = 7. Сократим на 7: 2х== 11 
(тоа 13); Ф (13) = 12. Имеем (по модулю 13): 22 = 4, 2* = 16==3, 
28 —9, 21 — 28.22.2=9.4.2=72==7; 7.1] = 77 == —1. Сле- 
довательно, имеем семь решений по модулю 91: —1, 12, 25, 38, 
51, 64, 77. 

Заметим, что проще было бы в сравнении 2х==1] (тоа 13) 
вместо 11 взять наименьший отрицательный вычет —2; сократив 
на 2, мы сразу получили бы: х== — 1 (тоа 13). 

Вообще при небольших коэффициентах и модулях часто бывает 
возможно решить данное сравнение элементарным путем, применяя 
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элементарные свойства сравнений, выведенные в $ 33. Покажем 
это на примере. 

Пример о. 39х== 19 (тоа 53). Берем наименьшие отрицатель- 
ные вычеты: —14х == —34 (той 53). Сокращаем на —2: 7х== 17 == 
== 17 + 58 = 70 (тоа 53); сокращаем на 7: х== 10 (под 53). Это 
и есть искомое решение. 

$ 40. Теорема Вильсона. Пусть наш модуль — простое число 
р > З. Сравнение: 

ах==1 (тор) 


при а, не делящемся на р, имеет одно и только одно решение: 
х== Б (той р); поэтому 
аб == 1 (тоа р). (82) 


Числа а и Б можно взять из ряда: 1, 2, 3,... р — 1; следо- 
вательно, каждому числу а из этого ряда соответствует определен- 
ное число 6 из того же ряда такое, что выполнено сравнение (82). 

Посмотрим, может ли быть ё = а; тогда бы мы имели: 


а? == | (той р), 
или: 
а? — 1 = (а — 1) (а- 1) = 0 (той р). 


Следовательно (по теореме 19 в $ 10), один из множителей а — ] 
или а +- 1 делится на р (оба вместе они не могут делиться на р, 
так как их разность = 2 — не делится на р). Таким образом, или 
а == 1 (той р), или а= — 1 (тор), т. е. или а = 1, или а = р — 1. 
Во всех остальных случаях, т. е. когда а = 2, 3, ... р — 2, всегда 
ра и б — тоже число того же ряда. Т. е. все эти числа 2, 
3,...р—2 распределяются по парам таких чисел а и 6, что 

р — З р — З 
аб == 1 (той р); таких пар всего ——. Перемножив почленно 2 
сравнений (82), получим: 


2,3... (р — 2) = 1 (той р). 


Имеем кроме того: р — 1 == — | (той р). Перемножив почленно эти 
два сравнения, найдем: 


(р — 1)! = — 1 (тоа р). (83) 


Эта формула и выражает теорему Вильсона. 
Мы предположили, что р > 3; но легко непосредственно убедить: 
ся, что формула (83) верна и для р = 2 и для р = 3: 


11== — 1 (тоа 2); 2!== — 1 (тоа 3). 


Если р не простое, то формула (83) неверна, ибо в этом слу- 
чае (р — 1)! имеет с р общий множитель >> |, а потому (р — 1)! +- І 
не может делиться на р. 

Итак: 

Теорема 61. Если р — простое число, то в этом и только в 
этом случае (р — 1)! 4- 1 делится на р. 
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Таким образом, формула (83) характерна для простых чисел и, 
пользуясь ею, можно было бы узнавать, простое ли данное число. 
Но к сожалению, этот способ совершенно непрактичный, так как 
даже для сравнительно небольших р произведение (р— 1)! — 
огромное число. 

$ 41. Десятичные дроби. Пусть дана обычная правильная 

а 
дробь +; О < а < В — целые, взаимно-простые числа. Предполо- 
жим сначала, что ф и 10 — взаимно-простые. Обратим эту дробь 
в десятичную; для этого делим 10а на 62: 


10а = ба г; 0 <р < 6. 
Теперь делим 10/7; на 6: 
107, = Ва, + г; 0 < и. < Ё. 
Далее делим 10/7, на 0: 
107, = ба, |73; 0 <и < 0; ит. д. 
= Ва л; 0 < 6. 
Ни один остаток ’„ не равен нулю, ибо 10/,_; и 6 взаимно- 


простые. 
Имеем далее: 


агавы 
р 10 Е 106 ’ 
з НЕ: 
Ъ 10 т 106’ 
ПЕ а СО 
р 10 Г 106 
Отсюда найдем: 
а ат а, а Г : 
о ветот (84) 


следовательно, ряд (84) при т —+ © будет сходящимся. Умножив 
обе части (84) на 10" и перенеся последний член в левую часть, 
получим: 

10 "а — "и = (010% 4 а,10"®° +... 4 а,) 6. (85) 


До сих пор т было произвольным натуральным числом; пусть 
теперь т — показатель, к которому принадлежит 10 по модулю ф 
($ 37, теорема 59). Тогда 10” =1(тоа6) и, написав (85) как 
сравнение по модулю Ё, получим: 


а — ғ, == О (той ё). 


Но аи, — целые положительные числа << Ё; следовательно, а = Ги. 
Но тогда, продолжив деления, найдем: м = Уж» Го =... 
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а также: а; = ањ, 4. = ат-.,...,Т. е. дробь 0, а:аьаз...*) будет 
периодическая с периодом: а:а....аи. Докажем что этот период 
наименьший **). 

Пусть наименьший период имеет т? цифр; можно написать (85), 
заменив т на т’: 


10а — ги’ = (а 107” - а,10"-2 +... Наб. 
Но здесь ги’ = а; следовательно: 
(10" — 1) а= 0 (той 6). 
Но ДР (а, Б) = 1; следовательно (по теореме 15): 
10" = | (той 6); 


следовательно ($ 37, теорема 59) т’ делится на т. Но т'=лт; 
значит, т’ = т, и найденный нами период наименьший. 

Мы видим, что т зависит только от знаменателя в нашей 
дроби (и, конечно, от основания нашей системы счисления, т. е. 
от числа 10). Чтобы найти т при данном 6, надо 10 — 1 ~ 9, 
100 — | = 99, 1000 — 1 = 999, и т. д. делить на 6, пока не по- 
лучим деления без остатка (а его мы непременно получим, если 
Р” (Б, 10) = 1). Число девяток в этом делении и равно искомому 
числу т. Практически мы сначала пишем столько девяток, чтобы 
полученное число было больше, чем б, а затем делим как деся- 
тичную дробь, приписывая к остатку каждый раз не 0, а 9. 


Пример 1. 6=37; делим: 99 | 37 
74 | 027 


259 
259 


В частном три цифры (считая и 0, который соответствует пер- 
вой девятке); следовательно, т == 3. 


Пример 2. ё = 18; делим: 99 | 13 


ЭТ | 076923 
_ 89 
78 
119 
117 
29 
26 
_ 39 
39 
Следовательно, т = 6. 
*) Легко видеть, что а1, 4, @з,... все «цифры», т. е. однозначные числа; 


это следует из того, что Ё >а, ё> г, Ёфе, ... 

**) Например, периодическую дробь 0, (47) можно представить и так: 
О, (4747), или так: 0, (474747), и т. д. Здесь и 4747 и 474747 — периоды, но не 
наименьшие; наименьший период здесь 47. 
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а 
Если дробь -- неправильная, т. е. а > б, то надо сначала вы- 


делить из нее целую часть. 

Пусть теперь дробь попрежнему несократима, но би 10 не 
взаимно-простые, т. е. 6 имеет множители 2 или 5, илии 2 и 5. 
Пусть 6 = 2%. 58. 0, где О (р, 10) = 1. Обозначим через ү 
наибольшее из чисел & и В и возьмем число: 


10а а, 
р’ 


а б 
дробь т — несократима и знаменатель ее 6, — взаимно-простой 
1 


с 10. Обратим эту дробь в десятичную периодическую по пре- 
дыдущему правилу: 
—— = Б, (С165...См). 


здесь ё — целая часть, а сс... Съ — период дроби. Чтобы полу- 
а а 
чить дробь --, нужно т. разделить на 10', т. е. перенести запя- 
1 
тую на ү знаков влево; получим: 


Ва), 


Это — смешанная периодическая дробь; между запятой и перио- 
дом находится ү цифр. 

Рассмотрим теперь обратную задачу: найти обыкновенную дробь, 
представляющую значение данной периодической дроби. Заметим, 
что бесконечная десятичная дробь — не что иное, как бесконечный 
сходящийся ряд, и нам нужно найти его сумму. 

Пусть дана чистая периодическая дробь: х = Ё, (010,...а.); 
следовательно: 


в.е таар йв) 
-- 


ИЛИ: 


к= 6 (0а, 10", +... аи) (П а пя...) . 


В последних скобках — сумма членов убывающей геометрической 


| 


прогрессии с первым членом = и со знаменателем 


10т — І0т 
Эта сумма равна: 
1. . ( — 1) — и и . 
10т " 10т/ — 10т 1, 
число 10" — | изображается т девятками. Итак, имеем: 
т 10т-1а4; 4 10тТ—2а, +... та 
отр (86) 


Таким образом, чтобы обратить чистую периодическую дробь 
в обыкновенную, надо период дроби сделать числителем, а в зна- 
менателе написать столько девяток, сколько цифр в периоде, 
и полученную дробь прибавить к целой части. 

Пусть теперь дана смешанная периодическая дробь: 
х= В, 65...60; (6С, ... Съ); ее можно представить так: 


х = [2616....6., (сас... сь)]: 101 = |6,6, = | : 101 = 
10 6,1017 +... +В ц. бП0"1 +001079 +... ет, 


— р . 
т 107 ОТ. (10т — 1) 


или: 
ЕРО ЕВО Т.а БОЕ 


О) ВОР О. оа 691 тог потр) 

Отсюда получаем таксе правило: чтобы обратить смешанную пе- 
риодическую дробь в обыкновенную, надо из числа, стоящего между 
запятой и вторым периодом (т. е. из числа 610... 0;с1С2...Съ), 
вычесть число, стоящее между запятой и первым периодом (т. е. 
число 6:6....6.), и эту разность сделать числителем; в знамена- 
теле написать столько девяток, сколько цифр в периоде, и после 
них — столько нулей, сколько цифр между запятой и первым пе- 
риодом, и эту дробь прибавить к целой части. 

Пример 1. Дана чистая периодическая дробь: 


145 


435 
2, (435) = 2555 = 2223. 


Пример 2. Дана смешанная периодическая дробь: 


м = 346 _ |173 
5,38 (4) = 5—5 — 900 = = 9450). 

Замечание. Можно сразу обратить периодическую дробь 
в обыкновенную неправильную дробь (не выделяя целой части); 
для этого следует цифры целой части считать как цифры, стоящие 
до периода, и применить правило для обращения смешанной пе- 
риодической дроби в обыкновенную. При этом при построении 
знаменателя цифры целой части не следует учитывать. Например: 


2435 —2 2433 811, 


2, (485) = _ 99 — 999 333’ 
5384 —538 4846 29493 
2,38 (4) = 900 = 900 = 450. 


8 42. Признаки делимости. Проблема построения признаков 
делимости состоит в следующем: пусть № данное натуральное 
число, а 4— данный делитель (тоже натуральное число); надо 
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построить арифметическую функцию }(М№), имеющую только целые 
значения, с такими условиями: 

1) М и (№) одновременно делятся или одновременно не делятся 
ма а; 

2) 11 (№)| < М, кроме случаев, когда № дсстаточно мало; 

З) при данном Л’ функция (Л) вычисляется более или менее 
просто. 

Если требуется определить, делится ли М на 4, то вычисляем 
(№); если |[(М№)|] еще довольно велико, то вычисляем {(|][(М)]) 
и т. д., пока не получим достаточно малого числа, так что можно 
непосредственно видеть, делится ли оно на 4. Заметим еще, что 
нам достаточно найти признаки делимости только на числа а = р“, 
где р — простое число, так как по следствию из теоремы 17 в $8 
число М делится на 4 = р"9%1...(р, 9,7, ...— различные простые 
числа) тогда и только тогда, когда оно делится на р“, на 9°, на 
гит. д. 

Переходим к способам построения функции (М). 

Способ Паскаля. Всякое натуральное число М№ в десятичной 
системе счисления имеет вид: 


М = а, +- 10а, + 10а, +... +4 10"а,, 


где а, 01, 0, ... а, — «цифры», т. е. целые числа > 0 и < 10. 
Исследуя делимость или неделимость этого числа на 4, можно 
заменить его числом М, сравнимым с М по модулю 4, при этом 
удобнее взять М как можно меньшим. Построим М, заменяя в № 
степени числа 10 их абсолютно наименьшими вычетами по модулю 4. 
Пусть для 10* абсолютно наименьший вычет по модулю 4 есть с,; 


тогда: 
М = ао + аби - ас» + + С; 
М == а, + а1с1 - 0,0 +...- алс, (тоа д). 


Заметим, что 4 может быть любым натуральным числом. 

Здесь М = [ (М) == М (тоа 4); это — больше, чем нам требуется: 
для нас важно только, что М и М одновременно делятся или не 
делятся на 4. 

Частные случаи. 1. 4=2. Здесь ср = 0 (2 = 1, 2, ...); 
следовательно, № = а, (той 2); это — известный признак делимости 
на 2. 

2. а = З. Здесь с, = 1 (А = 1, 2, ...); следовательно, № == а, + 
+ а +... Ра, (тоа 3); это — тоже известный признак делимости 
на 3. 

3. 4=4. Здесь с = -2, С, = Сз =... = 0; следовательно, 
№ == а, + 2а (тоа 4). 

Этот признак делимости на 4 удобнее обычного (что две 
последние цифры образуют число, делящееся на 4). 

Примеры: 1) 76 делится на 4, ибо 62.7 20, или 
6—2. 7 = —8 делится на 4; 2) 366 не делится на 4, ибо 6 +- 12 = 18 
или 6 — 12 = —6 не делится на 4. 
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4. 4=6. Здесь <= С, = Сз = ...=-—2; следовательно, 
М=а—2 (а. а, + ... + а,) (той6). 

Пример. 138 делится на 6, ибо 8—2. (1-3) = 0. 

5. а = 1. ЗДЕСЬ бо, бе, ба бе, бе, 
С, = 1, с = 3 и т. д. периодически; следовательно, М == (2, + 
-- За; -- 2а.) — (аз -- За, + 2а.) +... (той). 

Примеры: 1) 343 делится на 7, ибо3 +3: 442.3 = 21 — 
делится на 7; 2) 24829 делится на 7, ибо 9 +2:.3 8.2 — 4 — 
—2.3= 21 — делится на 7. 

6. 4 = 8. Здесь ср = 2, с = 4, с = с =... = 0; следова- 
тельно, №==а, + За, + 4а, (той 8). 

Пример. 5792 делится на 8, ибо 24 2.9— 4.7 = —8 де- 
лится на ё. 

7. а= 11. Здесь в = =, 6 = 1, сә =, де -- ит. Д., 
следовательно, М = а, — @ 4- а, —– аз 4... (то4 11). 

Пример. 5841 делится на 11, ибо | — 4+ 8—5 ~ 0. 

Способ Жбиковского *). В этом способе требуется чтобы дели- 
тель 4 был взаимно-простой с основанием счисления, т. е. с чис- 
лом 10, т. е. не делился ни на 2, ни на 5. В таком случае всегда 
имеет решение сравнение 

10М = № (тоа а) (87) 
с неизвестным М. 

Из этого сравнения видно, что если М№М делится на 4, тои 
10 М тоже делится на 4. Но Д (а, 10) = 1, следовательно (по тео- 
реме 15, $8), М делится на 4. 

Обратно, если М делится на 4, то, очевидно, и М делится на а. 
Мы и берем: } (№) = М. Находим М так: сначала решим сравне- 
ние: 106 ==1 (той 0); тогда М = № (тойа) и будет решением 
сравнения (87). Но мы имеем: 


ЕМ = (а, 4- 10а, +4- 108а, +... + 10"а,) = Рау 4- 10а, + 


+ 10А · 10а, +... + 10810" а, == (а, + а) + 
-- 10а, 4- ... + 10” "а, (тоа ад). 


Поэтому мы и берем: 


Мааа 10а Е ао 0 а 

Очевидно, что при большом числе № И меньше, чем М при- 
близительно в 10 раз. С М мы поступаем дальше так же, как с №. 

Заметим, что № зависит только от 4, но не от М, и опреде- 
ляется однозначно по модулю 4; за Е можно взять наименьший 
положительный или абсолютно наименьший вычет. Заметим еще, 
что М не сравнимо вообще с М по модулю 4; они только одно- 
временно делятся или не делятся на 4. 

Частные случаи. 1. 4 3. Здесь Ё = 1; следовательно, 
М = а + а, - 10а, + 10?а. +... Но взяв М вместо М, мы по- 


*) А. К. Жбиковский. Относительно делимости чисел. «Вестник мате- 
матических наук», т. 1, № І (1861), стр. 5—6. См. также Н. В. Бугаев, 
К теории делимости чисел. Математический сборник, т. 8 (1877), стр. 501—505. 
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добно же найдем: ЕМ == М, = а, + а + а, +- 100, + ..., ит. д. 
Получаем по существу обычный признак делимости на 3. 

2. а= 7. Здесь В = 5 или К = —2; следовательно, М = 5% +- 
4 а, + 10а, ..., или: М = а, — 2а + 10а, + .... 

Примеры: 1) № 343, М = 34 4 15 = 49 или М = 34 — 6 
= 28. 2) М = 24829; находим последовательно: 2482 + 45 = 2527; 
252 -- 35 = 287; 28 — 14 = 14 (лучше было бы от числа 2527 
просто откинуть семерку и взять 252; мы бы нашли: 25 —4 = 21). 

3. а= 11. Здесь А = —1 (или 10); М = ва, - 10а, + 
-- 10?а, +... Но взяв М вместо ЛМ, найдем далее: М = а — а} +|- 
+ а. + 10а. -..., ит. д.— получаем по существу тот же при- 
знак, что и способом Паскаля. 

4. а = 13. Здесь 2 = 4; М = 400 + а, + 10а, - 10а. +... 

Пример. М = 182; строим: М = 18 - 8 = 26 — делится на 13. 

Заметим, что иногда уже внешний вид числа М позволяет 
упростить вопрос о его делимости на 4. Если начало или конец 
числа № (при 4 — взаимно-простом с 10) образует число, деля- 
щееся на 4, то его можно просто откинуть. Например, чтобы опре- 
делить, делится ли число 358542 на 7, можно откинуть две пер- 
вые и две последние его цифры, так как 35 и 42 делятся на 7, и 
исследовать число 85, которое, очевидно, не делится на 7; сле- 
довательно, и данное число не делится на 7. 

Заметим, что при умножении всех однозначных цифр на одно- 
значное число, взаимно-простое с 10 (т. е. на 1, 3, 7, 9), мы по- 
лучаем каждый раз полную систему вычетов по модулю 10 ($ 32, 
пример 5), т. е. последние цифры в произведениях будут все циф- 
ры 0, 1, 2, ... 9, и каждая по одному разу. Это дает возможность 
при небольшом 4 с цифрою единиц 1, 3, 7 или 9 исследовать 
делимость числа М№ на 4, деля «с конца». Например, при 
М = 458346, а = 7: 

458346] 7 
_ 56 65478 
829 


Рассуждаем так: если данное число делится на 7, то послед- 
няя цифра частного непременно равна 8, ибо только произведение 
7.8 имеет последнюю цифру 6. Отнимем от данного числа 56 
и зачеркнем последний нуль; получим 45829. Здесь последняя 
цифра 9; следовательно, предпоследняя цифра частного равна 7, 
ибо только 7.7 имеет последнюю цифру 9, и т. д. 


8 


В нашем примере данное число делится на 7, так как в ре- 
зультате деления мы получили остаток равный 0. Конечно, при 
выяснении делимости числа на 7 нам не нужны цифры частного; 
надо только знать произведения 7 · 2, 7.3, 7.4...,а это из- 
вестно из обычной таблицы умножения. 

Рассуждаем так: число 458346 оканчивается цифрой 6; отки- 
нем эту цифру, а от 34 отнимем 5, получим 29; откинем 9, а от 
82 отнимем 4, получим 78; откинем 8, а от 7 отнимем 2, полу- 
чим 5; откинем 95, а от следующей слева цифры 5 отнимем 3, 
получим 42, а это делится на 7. 

Вместо того чтобы отнимать, мы могли бы прибавлять допол- 
нения до 7. Так, возьмем опять число 458346; отнимем 6, ак 4 
прибавим 2, получим 45836; далее откинем 6, а к 3 прибавим 2; 
получим 4585; откинем 5, а к 8 прибавим 4, получим 462; отки- 
нем 2, ак 6 прибавим 3, получим 49, которое делится на 7. 

По существу это только вариант (а иногда и упрощение) спо- 
соба Жбиковского. 

Пример. Найти, делится ли 42315 на 13. 

Откинем 5, а от 31 отнимем 6, получим 25; опять откинем 5, 
а от 22 отнимем 6, получим 16; откинем 6, а от 41 отнимем 2, 
получим 39,— делится на 13. 


Замечание. Оба изложенных общих способа можно приме- 
нять не только для десятичной, но и для любой системы счисления 
(с любым основанием А). Конечно, признаки делимости на отдель- 
ные числа 4 будут тогда совсем иными (см. упражнения в конце 
этой главы). 

$ 43. Система сравнений с разными модулями. Этот случай не 
имеет аналогии в теории уравнений. Общая задача следующая: 
даны несколько сравнений 1-й степени с одним и тем же неизвест- 
ным, но с разными модулями: ах == (то4 т), а;х == 6, (тоа т), ... 
Требуется определить число х, удовлетворяющее всем этим 
сравнениям. 

Прежде всего заметим, что каждое из этих сравнений можно 
решить отдельно, заблаговременно, т. е. с самого начала взять 
сравнения в таком виде: х= с(той т), х== с: (той ту), ..., так 
как если хоть одно из данных сравнений не имеет решения, то 
задача вообще невозможна. 

Рассмотрим сначала случай двух сравнений: 


Х== с, (той т), х== с, (той т»). (88) 


Первое из этих сравнений дает: х = с + т; подставляя это 


вместо х во второе сравнение (88), получим: с -|- т} == с» (той т»), 
ИЛИ 


ті = С. — сі (той т,). (89) 


Это сравнение имеет решение Ё тогда и только тогда, когда 
Сә — с: делится на 4= Р (ту, то) (теорема 60, $ 39) и общее ре- 
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шение имеет вид: ВЕЕБ +- и ($ 39, (80)), где & — какое-нибудь 


частное решение сравнения (89), а и — произвольное целое число. 


Подставляя это значение { в формулу х = су -- тії, получим: 


х= с 4 ті + т ц, НО тыы = М = М (т, т,) (5, теорема 12). 


Обозначив еще су -- ть =хо, получим общее решение сравнений (88): 
х= ху (тоа М), (90) 


где Хо — частное решение (при и = 0). 

Итак: 

Теорема 62. Система сравнений (88) имеет решения тогда и 
только тогда, когда с» == с (той О (т, т,)); все решения сравнимы 
друг с другом по модулю М (т, т,). В частности, если ту и ть 
взаимно-простые, то система (88) всегда имеет решение, — един- 
ственное по модулю тут». 

Пример 1. х==7 (той 33), х= 13 (тоа 63). 

Здесь условие 7 =13 (той Р (33, 63)) выполнено, ибо Д (33, 63) 3. 
Первое сравнение дает: х = 7 +- 331; подставляя это во второе 
сравнение, получим: 33? = 6 (тоа 63), или: 111==2 (той 21). Мож- 
НО ВЗЯТЬ = 4; тогда хо =7-- 33.4 = 139, и общее решение 
есть х== 139 (тоа 693), так как М (33, 63) = 693. 

Обобщение. Если нам даны несколько сравнений вида (88), 
то мы сначала решим первые два из них, т. е. заменим эти два 
сравнения одним вида (90); далее возьмем это полученное сравне- 
ние и еще одно из данных и решим их, ит. д. С каждым таким 
шагом мы уменьшаем на одно число сравнений; в конце концов, 
получим одно сравнение вида (90), где М, как легко видеть, бу- 
дет общим наименьшим кратным всех модулей. Конечно, если 
на одном из этих этапов окажется, что взятые два сравнения не 
имею? решений, то и вся задача невозможна. Важно, когда все 
данные модули попарно взаимно-простые; в этом случае система 
всегда имеет решение, — единственное по модулю, равному произ- 
ведению всех данных модулей. 

Пример 2. Дана система: х==3(то4 11), х= — 2 (тоа 13), 


Х== о (104 7). 

Первые два сравнения дают: х=3- 11#; ШЁ==— 5 (тоа 13), 
или 21=— 8, {== — 4(тоа 13) и решение двух первых сравне- 
ний есть: 


х=3—4.11 = — 41 (той 143). 


Теперь берем это решение и последнее из данных сравнений: 
х== — 41 (тоа 143), х==5(то4 7); 


это дает: х= — 41 4- 148и; 143и == 46 (тоа 7), или (приводя по 
модулю 7): Зи == — 3 (той 7), и== — 1, следовательно: х = —41 — 
— 143 = — 184 и общее решение: 


== — 184 (тоа 1001). 
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Приведем еще один способ решения такой системы сравнений, 
когда модули попарно взаимно-простые. 
Пусть дана система сравнений: 


Хх == с: (той т), х= с, (той ть), ... х=ЕС, (той т,). 
Пусть м, Хх, ... хь решения следующих вспомогательных 
сравнений: 
тта... ТХ = | (тоа т); 
тута... тх ЕЕ 1 (тоа ть); 
тут»... ть 1х. == 1 (той т,). 


В таком случае решение данной системы есть: 


Х== тт... тС А ттз ... тх +... + 
- пить... ть хь, (той тать... т). 


Ибо очевидно, что определенное таким образом число х сравнимо 
с с, по модулю ту с с, по модулю т. ит. д. 

Пример 3. Старая китайская задача: найти число, которое 
при делении на З дает остаток 2, при делении на 5 дает оста- 
ток З, при делении на 7 дает остаток 2. 

В нашей символике эта задача сводится к такой системе 
сравнений: 

х= 2 (той 3), х==3 (той 5), х= 2 (тоа 7). 


Мы имеем здесь такие вспомогательные сравнения: 
351 == | (тоа 3), 21х,== 1 (тоа 5), 15х = 1 (тоа 7); 
это дает: х = 2, х, = 1, Хз = 1. Таким образом 


х=35.2.2491.1.3- 15.1.2 140 4 63 +. 30 = 
= 933 (тоа 105), 


или (приводя по модулю 105) 
х== 23 (тоа 105). 


$ 44. Сравнения высших степеней с простым модулем. Общий 
вид такого сравнения и-й степени есть: 


ах” -- ах... ах + а, =ЕО(тоа р); (92) 


р — простое число, а, — не делится на р, следовательно, суще- 
ствует такое число а, что 202 == 1 (той р) ($ 39, теорема 60). 
Умножив (92) на с и заменив ах единицей, получим: 


до м... 4 6, х + 0, == 0 (тоа р). (92а) 


Следовательно, можно всегда считать коэффициент высшего члена 
равным единице. 
Обозначим левую часть сравнения (92) или (92а) через /(х) 
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и пусть сравнение [(х)==0(то@р) имеет корень х= х; (той р). 
Делим [(х) на х — ху; по теореме Декарта имеем: 


Р(х) = (х ха) (<) + (а); (93) 


но ведь ў (х;) == О (тоа р), следовательно, написав (93), как сравне- 
ние по модулю р, получим: 


РО) == (х — ху) (х) (тоа р). (94) 


Говорят, что (х) делится на х — ху, по модулю р. Очевидно, 
что и обратно: из сравнения (94) вытекает, что (х1) = 0 (той р), 
т. е. х — корень сравнения (92). 

Итак: 

Теорема 63. Сравнение (92) имеет корень х == х тогда и только 
тогда, когда левая его часть делится на х — ху по данному мо- 
дулю р. 

Заметим, что эта теорема верна и для составного модуля т. 

Возьмем теперь сравнение (п — 1)-й степени Ф (х) == 0 (той р), 
где ф(х) — та же функция, что и в (94). Пусть это сравнение 
имеет корень х==х,; тогда мы так же выведем следующее тож: 
дественное сравнение: 


ф(х) == (х — хз) ф(х) (тоа р). 


Подставляя отсюда значение ф (х) в правую часть формулы (94), 
найдем: 
Р) == (х — х) (х — х) ф (0 (тоа р), (95) 


где ф(х) — целая рациональная функция (п — 2)-й степени. (95) по- 
казывает, что [(х5) ==0, т. е., что х, — тоже корень сравнения (92); 
если х == ху (тоа р), то корень х— кратный. Обратно, если х==х.— 
корень сравнения (92) и х, = ху (тоа р), то х, непременно корень 
и сравнения $ (х)==0 (то4 р), так как тогда (94) дает; 


(5 — х1) $ (хә) == 0 (той р). 


Следовательно, произведение (х, — у) $ (х) делится на р; тогда 
(по теореме 19, $ 10) по крайней мере один из сомножителей де- 
лится на р; но х. — ху не делится на р, значит, Ф (х) ==0 (тоа р). 

Пусть и сравнение ф (х) = 0 (тоа р) имеет корень хз; тогда 
подобно же выведем: 


Ро) (х к) (х — ха) (х — хз) ә (х) (той р), 


где о (х) — целая рациональная функция (п — 3)-й степени, ит. д. 
Но здесь мы не всегда придем к разложению функции (х) п-й 
степени на п линейных множителей по модулю р, ибо здесь не 
действительна теорема о том, что всякое сравнение любой степени 
имеет корень. Таким образом, в конце концов мы придем к сле- 
дующей формуле: 


Г (х) ==(х— х) (х х)... (х — х) а(х) (тод р), (96) 
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где с (х) — целая рациональная функция (п — ^)-й степени и сравне- 
ние с (х) == 0 (тоа р) совсем не имеет корней (конечно, п — А > 1). 
Данное же сравнение (х) = 0 (той р) имеет всего Ё корней: ж, 
Хо, ... хь; ОНИ не непременно все различны по модулю р. Но иных 
корней, кроме этих, сравнение (х) = 0 (тоа р) не может иметь, 
так как если х — какой-нибудь корень этого сравнения, то при 
этом значении х правая часть (96) делится на р, а следовательно, 
по крайней мере один из сомножителей этой части делится на р 
($ 10, теорема 19). Но #(х) не делится на р, так как сравнение 
2 (х)==0 не имеет корней; следовательно, х сравнимо с каким- 
нибудь ж. 

Заметим, что этот вывод правилен только для простого мо- 
дуля р, ибо теорема 19 в $ 10 верна только для простых дели- 
телей. В частности, может случиться, что в (96) ё = и, т. е. что 
функция } (х) п-й степени раскладывается по модулю р на и ли- 
нейных множителей. В этом случае ©(х) — постоянная величина 
(не зависит от х), и легко видеть, что с (х) == а, (той р), так как это— 
коэффициент при х" в правой части (96), т. е. можно взять о = а, 
и мы имеем в этом случае: 


(х) = а (х — х) (х х)... (Хх —х,) (тор). (96а) 
Это тождественное сравнение показывает, что сравнение (92) 
имеет в этом случае п корней: ху, х, ... х, которые могут быть 


и не все различны по модулю р. Кроме этих корней сравнение (92) 
иных корней не может иметь. 

Итак: 

Теорема 64. Сравнение и-й степени по простому модулю р не 
может иметь больше, чем п корней, различных по модулю р. Если 
оно имеет п корней, то левая его часть раскладывается по мо- 
дулю р на п линейных множителей. 

Заметим, что для составного модуля эта теорема совсем не- 
верна; например, сравнение 2-й степени: 


х? == 1 (тоа 8) 


имеет четыре различных по модулю 8 корня: 1, 3, 5, 7. 
Следствие. Сравнение п-й степени по простому модулю р, 
имеющее больше чем и различных по модулю р корней, — тож- 
дественное, т. е. все коэффициенты его левой части делятся на р. 
Доказательство. Если наше сравнение п-й степени [(х)== 
==0(п1о4р) имеет и -- 1 различных по модулю р корней: х}, х.... 
... Ап, Лача, ТО (ба) дает 


Чо (+1 9 х1) (и 6 Хз) БЕА (Хи =.) 0 (тоа р). 


Но ни одна из разностей х„.: — » не делится на р, так как 
Хп--1 5 №; следовательно, до делится на р, т. е. а, ==0 (то4 р), и 
данное сравнение не п-й, а более низкой степени. Если уже 
известно, что наше следствие верно для сравнений степени < и, 
то мы получили, что это следствие верно и для сравнений п-й 
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степени. Но для сравнений 1-й степени следствие верно, ибо если 
хі И Хз различные (по модулю р) корни сравнения ах -| 6 ==0 (то4 р), 
то ахі +в ==ах. 4 6; а(х — х) =0, т. е. а= 0 (той р), а отсюда 
и ё ==0(тоа р). Таким образом, наше следствие доказано методом 
полной индукции. 

Частный случай. Рассмотрим сравнение 


ХР — | ==0 (то р). (97) 
По теореме Ферма - Эйлера ($ 37, теорема 58) это сравнение имеет 
как раз р—1 различных корней 1, 2, 3, ... р — 1; следова- 


тельно, по теореме 64 мы имеем тождественное сравнение: 
0—1 | (х 1) (8—2)... (хр 1) (тойр). 
Отеюда при х = 0 получим: 
—1 == (—1)(—2) ... (—р + 1) (тор), 
— 1 == (у — 1)! (—1)2-1 (тоа р). 
При р> 2 р — 1 четное, следовательно, 


ИЛИ: 


(о — 1) == —1 (тоа р). 


Это — теорема Вильсона ($ 40, теорема 61 или формула (83)), 
которую мы, таким образом, еще раз доказали; это доказательство 
принадлежит Лагранжу. 

Теорема 65. Если сравнение и-й степени (х) = 0 (той р) имеет 
п различных корней, и /(х) по модулю р раскладывается на два 
множителя ф(х) и ф(х) Е-йи /-й степеней (А +- [= и), т. е. тожде- 
ственно (х) = Ф (х) ф(х) (тор), то сравнение ф(х) = 0 (тоа р) 
имеет № различных корней, а сравнение Фф (х) = 0 (тоа р) имеет 
[ различных корней. 

Доказательство. Каждый корень сравнения (х) = 0 является 
корнем одного из сравнений $(х)==0, $(х) = 0; если бы сравне- 
ние ф(х) = 0 имело меньше чем А различных корней, то ф (х) ==0 
имело бы больше чем / различных корней, так как общее число 
корней =и = № -- і. Но это невозможно по теореме 64, следова- 
тельно, Ф (х) = 0 имеет точно К различных корней, а ф(х) = 0 
имеет точно { различных корней. Иными словами, все корни 
сравнения }(х)==0 распределяются между сравнениями Ф (х) = 0 
и ф(х) = 0. 

Теорема 66. Сравнение п-й степени (х) = 0 (тойр) при п> р 
равносильно с некоторым сравнением степени меньшей чем р. 

Доказательство. Умножив обе части сравнения (97) на х, по- 
лучим сравнение: 

ХР — х== 0 (той р), (98) 


имеющее р корней: х= 0, І, 2, ... р— |; т. е. это сравнение 
удовлетворяется всяким целым числом. Разделим функцию [(х) 


на х? — х; 
(х) == (х? — х) (х) + $ (х) (тоар); 
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степень ф(х) < р. Для всякого целого числа х в силу сравнения 
(98) имеем: 
Рх) ==4 (х) (той р), 


следовательно, и корни сравнений ѓ (х) = 0 и ф(х) = 0 одни и те же, 
так как при (х1) =0 и ф(х,)==0, и обратно. 

Замечание. Мы можем только утверждать, что сравнения 
Р(х) == 0 и ү(х) = 0 имеют одни и те же корни; но об их крат- 
ности теорема 66 ничего не говорит. Может случиться, что крат- 
ный корень сравнения ѓ (х) == 0 будет простым для Фф (х) = 0, однако 
может быть и наоборот. 

Пример. Дано сравнение: 


Р(х) = 2 х - 8 — х — 2 0 (тоа 5). 
Делим ѓ(х) на л? — х и получаем: 
фи 0 х 2); 


следовательно, 
ф (х) = х х3 0? 4-х —– 2, 


Корни данного сравнения: х, == 1, х==2, х.==3; они удовле- 
творяют и сравнению Ф (х) = 0 (тоа 5). Но легко проверить, что 


ж х 4 А 0 00 (х— 1) (х— 2)? (х — 3) (тоа 5), 
тогда как 
№ х8 м -х—2=(х— 1) (х— 2) (х — 3)? (тоа 5), 


т. е. для сравнения / (х) = 0 корни | и 2 — двойные, а З — про- 
стой, а для сравнения Фф (х) == 0 корни | и 2 простые, а 3З — 
ДВОЙНОЙ. 

Следствие. Сравнение # (х) = 0 (той р) тогда и только тогда 
удовлетворяется всяким целым значением х, когда Фф (х) = 0 (тоа р)— 
тождественное сравнение, т. е. все коэффициенты функции ф (х) 
делятся на р (или иначе: когда } (х) делится на х? — х без остатка 
по модулю р). 

Доказательство. Ибо в этом случае сравнение ф (х) = 0 (той р) 
степени <р имеет р различных корней (см. следствие из тео- 
ремы 63). 

Замечание. В $ 38 мы указывали, что существуют нетожде- 
ственные сравнения, которым удовлетворяет всякое целое значение 
неизвестного. Теперь мы нашли и общий вид такого сравнения 
с одним неизвестным по простому модулю: это — сравнение 
Р(х) = 0 (той р), где /(х) делится по модулю р на х? — х без 
остатка. Таким образом, в теории сравнений с простым модулем р 
функция х? — х играет особую роль. 

Теорема 67. Сравнение (х) = 0 (той р) степени й < р тогда 
и только тогда имеет й различных корней, когда все коэффициенты 
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остатка от деления х? — х на [(х) делятся на р (иными словами, 
если х? — х делится по модулю р на } (х) без остатка). 
Доказательство. Пусть. 


х? — х= | (х) (х) + $ (х) (тоа р). (99) 


1) Пусть сравнение ў (х) = 0 имеет п различных корней х}, х»... 

. Ха; но ведь эти корни удовлетворяют и сравнению (98), сле- 
довательно, и сравнению $(х)==0, а значит (по следствию из 
теоремы 64) сравнение Фф (х) ==0 тождественное, т. е. все коэффи- 
циенты функции Фф (х) делятся на р. 

2) Пусть теперь нам дано, что все коэффициенты в Ф (х) де- 
лятся на р; в таком случае (99) дает: х? — х=} (х) Ф (х) (тоа р), 
и мы по теореме 65 заключаем, что сравнение [(х)==0 имеет 
п различных корней. 


УПРАЖНЕНИЯ 


41. Образуют ли степени 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512 
вместе с числом 0 полную систему вычетов по модулю 11? ($ 32). 

Ответ. Образуют. 

42. Привести к простейшему виду функцию: 14х5 — 2554 -- 
-- 35х3 -- 15х? — 19% 5 по модулю 7 ($ 33). 

Ответ. 354 -- х? + 2х — 2. 

43. Подставляя в выражение 2 = 5у -|- Зх значения х = 0, 1, 
2, 3, 4; у= 0, 1, 2, проверить, что мы получим для 2 полную 
систему вычетов по модулю 15 ($ 35, а 54). 

44. Вычислить Ф (т) для т = 1, 2, 3,... 20 ($ 35). 

45. Проверить формулу Гаусса для т = 30 ($ 35, теорема 55). 

46. Вычислить © (72), р Ф(125), $ (1001) ($ 35). 

Ответ. 24, 40, 100, 

47. Найти (т). ДЛЯ т = о. 2509; ‚20 ($ 36). 

48. По формуле Лиувилля - Дедекинда найти «числовую производ- 
ную» Ф (т) для функции Ё (т) =1 (для всякого т) ($ 36, формула (68)). 

Ответ. Ф (1) = 1; для т> 1Ф(т)=0. 

49. Проверить формулы: 5? (2) == 1 (тоа 24), 2° 63) == 1 (тоа 33), 
3? (20) = 1 (тоа 20) (возводя в степени по модулям) ($ 37). 

50. Найти показатель, к которому принадлежит: а) 5 по мо- 
дулю 12; 6) 2 по модулю 25; в) 4 по модулю 33; г) З по мо- 
дулю 28 ($ 37). 

Ответ. а) 2; б) 20; в) 5; г) 6. 

51. Решить сравнения: а) 7х == 10 (тоа 18); б) 25х == 1 (тоа 17); 
в) 13х == 32 (тоа 28); г) 132х == 11 (тоа 59) ($ 39). 

Ответ: а) 4; б) —2; в) —4; г) 5. 

52. Решить сравнения: а) 98х2= 9] (тоа 35); 6) 38х == 4 (тоа 26); 
тА с 45 (тоа 119); г) 36х = 54 (тоа 18); д) 286х = 121 (тоа 341) 

Ответ. а) 2, 7, 12, 17, 22, 27, 32; 6) —4, 9; в) решений нет; 


г) сравнение тождественное; д) 4, 35, 66, 97, 128, 159, 190, 221, 
252, 283, 314. 
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53. Если ах== 0 (тойт) и О(а, т) =1|, то решение (един- 
ственное) этого сравнения символически обозначится как дробь: 


== 5 (тоа т). 


г. | 
Найти: =, 35 4’› 5, 


Ответ. 4, 5, 2, 3, Ы 
54. Найти 15 (под 93), 5 5 (той 90), 22 (той 121) (обозначение 


как в задаче 53) ($ 39). 
Ответ. 2; 29; 42, 


р БА 
55. Доказать, что = == =; (то т), если и а и ё — взаимно: 


<< (той 7) ($ 39). 


простые с т (обозначение а в задаче 53). 
Вы Д — @201 Е 10 
а —— аз аа» 
ние как в задаче 53; а}, а, взаимно-простые с т). 
р 06, 


56. Вывести формулу: (тоа т) (обозначе- 


57. Вывести формулу: Час тя (тоа т) (дроби — симво- 
лические, как в задаче 53; а;, а, — взаимно-простые с м). 
„бі. бз 105 бу, 6 
58. Вывести формулу: г. га, ЕЕ пр, (09 т). Здесь а 


р р 
корень сравнения Рта х= ря (тоа 171); дроби — символические, по 
2 1 


модулю т; а, а, 65 — взаимно-простые с т. 

59. Проверить теорему Вильсона при р=5 и р= 7 ($ 40). 

60. Найти число цифр в периоде десятичных дробей, в которые 
обращаются обыкновенные дроби со знаменателями: 3, 7, 11, 17 
19, 21 ($ 41). 

Ответ. |, 6, 2, 16, 18, 6. 

61. Обратить следующие периодические дроби в обыкновенные: 
0,35 (62); 5,1 (538); 3, (27); 11,12(31) ($ 41). 
3527, 51487 36. 110119 
9900 ° 9990 ° 11° 9900 ° 

62. Разложить на простые множители числа: 2717, 7567, 1813, 
9971, 1309 ($ 42). 

Ответ. 11.13.19; 7.23.47; 72.37; 132.59; 7.11.17. 

63. Найти признаки делимости на 2, 3, 4, 5, 7, 9 для восьми- 
ричной системы счисления (т. е. для системы с основанием 8) ($ 42). 

Ответ. На 2 делится число, оканчивающееся четной цифрой 
(включая и 0); на З и на 9 делится число, для которого разность 
между суммой цифр, стоящих на четных местах, и суммой цифр, 
стоящих на нечетных местах, делится на З или на 9; на 4 делится 
число, оканчивающееся нулем или цифрой 4; на 5 делится число 
ау —- ёар - 8?а, +|- Б. -..., если выражение д0 — 20 — а, -- 
-- 20, + а, —– 2а, — а, 4- ... делится на 5; на 7 делится число, 
сумма цифр которого делится на 7. 

64. Найти признаки делимости на 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 
13 для двенадцатиричной системы счисления ($ 42). 
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Ответ, 


Ответ. На 2 делится число, оканчивающееся четной цифрой 
(включая и 0); на З делится число, оканчивающееся цифрой 0, 3, 6 
или 9; на 4 делится число, оканчивающееся цифрой 0, 4 или 8; 
на 5 делится число а + 120; + 12?а, |... , если число а, + 2а, — 
— а, — 2а 4-а, + 20; — ... делится на 5; на 6 делится число, окан- 
чивающееся нулем или цифрой 6; на 7 делится число а + 12а; + 
4 12а, -- ..., если число а, — 20; — За — аз + 2а, 4 За, | а, — 
— 2а, — Зав -- ... делится на 7; на 8 делится число а, | 12а, + 
+ 1220, +... , если число ау -- 4а} делится на 8; на 9 делится то же 
число, если число а, - За: делится на 9; на 11 делится число, 
сумма цифр которого делится на 11; на 13 признак делимости 
тот же, что в десятичной системе на 11. 

65. Решить систему сравнений: а) х==| (под 7), х==3(тод 5), 
х==5(т049); 6) х==5(тоа 48), х= 17 (той 36); в) х==1 (тоа 25), 
х==2 (тоа 4), х= З (тоа7), х==4(тоа9) ($ 43). 

Ответ. а) х== 113 (тоа 315); 6) х==53(тоа 144); в) х= 
== 4126 (тоа 6300). 

66. Решить систему сравнений: а) Зх == 5 (той 4), 5х ==2 (той 7); 
б) 4х ==3(то4 25), Зх == 8 (тоа 20); в) х= 8 (тоа 15), х == 5 (той 18), 
х==13(тоа 25) ($ 43). 

Ответ. а) х= — 1 (тоа 28); 6б) решений нет; в) х==113 (тоа 450). 

67. Разложить на множители по модулю 7 следующие функции 
(найдя пробами их корни по модулю 7): а) 3х* 4 х? +4- 5х — 2; 
б) 2х3 4 5х — 2х — 3; в) х — 2х + х +1 6 44). 

Ответ. а) (х—1) (3х3 - 2х2 — Зх + 2); 6) неприводима; в) (х — 
— 2) (х — 3) (х? — 2х + 3). 

68. Разложить на множители по модулю 11 следующие функ- 
ции: а) 2х“ + х — 3х? —2х— 2; 6) м х-4 ($ 44). 

Ответ. а) 2(х— 2) (х— 3) (х2 — 2); 6) (х— 2)? (х— 3) (х — 4). 

69. Привести сравнения: а) х’— 6= 0 (тоа 5); 6) х? ++ 2х +- 
-- ^? — х —х-- З= 0 (тоа 5) к сравнениям степеней <5 ($ 44). 

Ответ. а) х3==1 (тоа 5); 6) 2х3 + 3==0 (то4 5). 

79. Применяя теорему 67 ($ 44), найти, имеют ли сравнения 
х? -- 2х — | ==0(то47), х3 + х — З= 0 (той 7) — первое два раз- 
личных корня, второе — три различных корня. 

Ответ. Первое имеет, второе — нет. 


ГЛАВА ІУ 
КВАДРАТИЧНЫЕ ВЫЧЕТЫ 


$ 45. Сравнения по сложному модулю. Теорема 68. Если т = 
= тут) ... тһ, Где все т» попарно взаимно-простые, то сравнение: 

Р(х) = 0 (той т) (100) 
эквивалентно системе сравнений: 

Її (х) = 0 (тоа т1), ѓ (х) = 0 (тоа ть), ... (х) = 0 (тоа тһ) (101) 
и число решений (по модулю т) сравнения (100) равно произве- 
дению чисел решений сравнений (101) (каждое из решений — по 
соответствующему модулю). 

Доказательство. Всякое решение сравнения (100) удовлетво- 
ряет каждому из сравнений (101) (по теореме 45, $ 33). Обратно, 
если Хо — общее решение сравнений (101), то хо удовлетворяет 
и сравнению (100) (по теореме 46, $ 33 и теореме 17, $ 8). Пусть, 
далее, х, — корень первого сравнения (101), х — корень второго 
сравнения (101) и т. д. В таком случае всегда можно найти 
число хо ($ 43, обобщение теоремы 62) так, чтобы было: 


Хо == Ху (той т), Хо == хо (той ть), ... Хо == х (той ть). 


Число х, определяется по модулю т; оно является общим корнем 
всех сравнений (101), а следовательно, и сравнения (100). Этим 
доказывается и псследняя часть теоремы 68. 

Следствие 1. Если хоть одно из сравнений (101) не имеет 
решений, то и сравнение (100) тоже не имеет решений. 

Следствие 2. Решения сравнений с каким-нибудь модулем т 
сводятся к решениям сравнений, модули которых — степени про- 
стых чисел. 

Доказательство. Ибо т = р"9°1..., где р, 4, г, ... различные 
простые делители числа т, и р", 9°, гї, ... попарно взаимно: 
простые. 

$ 46. Квадратные сравнения. Общий вид такого сравнения: 


ах? | 6х -- с== 0 (тоа т). (102) 
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Это сравнение эквивалентно такому: 
4а?х? -- дарх -- 4ас == 0 (той 4ат) (102а) 


($ 33, теорема 47 и следствие | из теоремы 50). Сравнение (102а) 
можно легко преобразовать к виду 


(2ах - 6)? == 62 — 4ас (тоа 4ат) 
или, обозначив О = Б? — 4ас, у = 2ах +|- Б, 


у? == –Ю (той 4ат). (103) 
Обратно, если мы нашли решение у сравнения (103), то для реше- 
ния х сравнения (102) имеем: х = “—; если у — Ё делится на 2а 


(что не всегда бывает), то получаем решение х сравнения (102). 
Таким образом, среди решений у сравнения (103) бывают такие, 
которым соответствуют решения х сравнения (102). Однако могут 
быть и такие, которым не соответствуют решения х; может слу- 
читься, что различным по модулю 4ат решениям у соответствуют 
решения х, не различные по модулю т. Но, исследуя таким обра- 
зом все решения сравнения (103), мы наверно найдем все решения х 
сравнения (102), ибо каждому решению сравнения (102) непре- 
менно соответствует решение у сравнения (103). Если (103) совсем 
не имеет решений, то и (102) тоже не имеет решений. 

Таким образом: 

Теорема 69. Квадратное сравнение общего вида (102) всегда 
можно привести к двучленному сравнению вида (103). 

Укажем два случая, когда приведение сравнения (102) к дву- 
членному упрощается. 

1. Пусть а взаимно-простое с 21; тогда можно найти о из 
сравнения аа == | (тоа т) ($ 39, теорема 60); умножив на а обе 
части сравнения (102) и заменив ах единицей, получим: 


х? + 6х - с, =Е О (тоа т). (1026) 

Умножив обе части и модуль на 4 и обозначив 2х |6, = у, 
получим сравнение для и: 

у? == ГР (тоа 4%), (103а) 


где Ю = Б —4с1. Здесь мы можем утверждать, что каждое реше- 
ние у сравнения (103а) непременно дает и решение х сравнения 
(1026) (только различным у по модулю 4т могут соответствовать 
у — 01 

2 
ное, как видно из (103а): у — 61 == — 40, (той 4т). 

2. Пусть 6 = 21 — четное число; тогда имеем сравнение: 

ах? -- 21х -- с== 0 (той т). (102в) 


Чтобы свести его к двучленному, достаточно умножить все три 
его части только на а и обозначить: ах -- [ = у. Получим для и: 


у?== Р (тойам), (1036) 
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одинаковые х по модулю т), ибо х = 


‚а уи— 6, всегда чет- 


где р = 2 — ас. Этот случай имеет место всегда, если модуль т 
нечетный, так как тогда, если ё — нечетное, можно заменить В 
через 6 -- т — четное число. 

Конечно, оба эти случая могут быть одновременно: $ — четное 
и а взаимно-простое с т; наше сравнение в этом случае: 


х? + 2х 4 с=ЕО (тоа т). 
Обозначим: х + [= и; получим для и: 
у? = Р (той т), 


где ЮО = 12 — с. Этот случай представляется, например, тогда, 
когда модуль т = р — нечетное простое число. 

Итак, из теорем 68 и 69 следует: 

Следствие. Всякое квадратное сравнение сводится к системе 
сравнений вида 

х == а (тоа р”), (104) 

где р — простое число. 

В дальнейшем мы рассмотрим следующие случаи сравнения 
(104): 

І. Сравнение (104) при р простом, нечетном и о = 1; 

П. Сравнение (104) при р простом, нечетном и при любом 
целом & > 1. 

ПІ. Сравнение (104) при р = 2. 

$ 47. Итак, переходим к исследованию сравнения: 


х? == а(тоа р), (104а) 


где р — простое нечетное число. 

Теорема 70. Если а==0(то@ р), то сравнение (104а) имеет 
только одно решение: х == 0 (тоа р). 

Доказательство. При а = 0 имеем х? = 0 (той р), а отсюда по 
теореме 19 ($ 10) имеем: х= 0 (той р). 

Теорема 71 (критерий Эйлера). Если а не делится на р (а сле- 
довательно, взаимно-простое с р), то сравнение (104а) имеет или 
два решения, или не имеет ни одного, — в зависимости от того, 
будет ли 

р—1 

а ? = 1 (той р), (105) 
или: 

0—1 


а? == — 1 (той р). (105а) 


Доказательство. Докажем сначала, что а непременно удов- 
летворяет одному и только одному из сравнений (105) и (105а). 
Именно, по теореме Ферма - Эйлера ($ 37, теорема 58) 


а? = 1 (той р); 
отсюда: 


1 р 
а2—1— 1 = \а ? — 1) \а * -- 1/ =0(тоар). 
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По теореме 19 ($ 10) отсюда следует, что по крайней мере один 
р—1 0—1 

из сомножителей а * — | или а ? +1 делится на р. Оба одно- 
временно не могут делиться на р, так как их разность = 4+2 не 
делится на нечетное число р. Следовательно, а удовлетворяет 
одному и только одному сравнению (105), (105а). 

Пусть сравнение (104а) имеет решение х; тогда и —х или 
р — х — тоже решение, ибо (—х)? = х? = а (тоа р). Эти два ре- 
шения различны по модулю р: х, очевидно, не делится на р (ибо 
х? — а делится на р). Если бы было х == — х (той р), то мы имели бы: 
2х==0 (тоа р), а этого не может быть, так как ни 2, ни х не 
делятся на р ($ 10, теорема 19). Больше двух решений сравнение 
2-й степени с простым модулем не может иметь ($ 44, теорема 64). 


— | 
Возведя обе части сравнения (104а) в 25 -ю степень, по- 


лучим ($ 33, следствие из теоремы 49): 
р—1 
ХР 1==а ? (тоар). 

Но по теореме Ферма - Эйлера х? 1==1 (той р), следовательно, 
если сравнение (104а) имеет корни, то а непременно удовлетво- 
ряет сравнению (105). 

С другой стороны, если найти квадраты чисел 1, 2, 3,...р—1, 

— 1 

то среди этих квадратов будут только = чисел, различных по 
модулю р, так как числа а и р — == — дают одинаковые (по 
модулю р) квадраты, и кроме этих двух чисел ни одно из чисел 
1], 2, ... р—1 не даст такой же квадрат (иначе сравнение (104а) 
имело бы больше двух различных корней). Обозначим эти различ- 


ные по модулю р квадраты чисел 1, 2, ... р— 1 так: 
О, 25, ... 251. (106) 


—— 


2 


Если а равно одному из чисел (106), то сравнение (104а) имеет 
решение, следовательно, все числа (106) удовлетворяют сравне- 
— 1 

нию (105). Но сравнение (105) не может иметь больше чем Р 
различных (по модулю р) решений, следовательно, оно имеет как 


раз © = — различных решений, и при а, равном любому из них, 


сравнение (104а) имеет решения. Отсюда же следует, что и сравне- 

==> 1 © 

ние (105а) имеет тоже 2=—- 5— различных (по модулю р) решений, 

и при а, равном любому из этих решений, сравнение (104а) не 
имеет решений. Этим теорема 71 доказана. 

Определение. Если сравнение (104а) имеет решения, то а 

называется квадратичным вычетом числа р; в противном случае 


а называется квадратичным невычетом числа р*). 


*) Иногда пропускают слово «квадратичный» и говорят просто «вычет» 
и «невычет». 
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Из доказательства теоремы 71 получается: 

Следствие. Для нечетного простого р число его квадратичных 
а равно числу его квадратичных невычетов, а имен- 

П САРЕ 
НО: 9. 

Теорема 72 (теорема Эйлера). Произведение двух квадратичных 
вычетов или двух невычетов есть вычет; произведение же вычета 
на невычет есть невычет. 

Доказательство. Это непосредственно следует из критерия 
Эйлера: если а и 6 не делятся на р, то: 

р—1 р—1 
2 


а ? = +1(тойр), 6 
Перемножив эти сравнения, найдем: 


== |1 (тоа р). 


==] 


— 


(ав) == 4-1 (тоа р). 


Здесь в правой части будет знак +, если в правых частях обоих 
предыдущих сравнений — одинаковые знаки, и знак —, если 
в предыдущих сравнениях разные знаки. 

$ 48. Символ Лежандра. Если р — простое нечетное число и а 


а 
не делится на р, то символ |->} означает --1, если а — квадра- 


тичный вычет числа р, и —1, если а — квадратичный невычет 
числа р; этот символ ввел Лежандр (Гебепаге). Таким образом, 
вместо (105) и (105а) можно написать: 

р—1 


т (=) (тоа р). (1056) 


Мы выведем ряд свойств символа Лежандра, которые дадут 
возможность быстро вычислять его, а следовательно, определять, 
является ли а квадратичным вычетом или невычетом числа р, т е. 
имеет ли решение сравнение (104а) или не имеет. На этот вопрос 
дает ответ и критерий Эйлера, но если р — велико, то возводить 


— ] 
а в (то степень весьма неудобно, тогда как вычислить символ 


Лежандра, как мы увидим дальше, весьма просто. 
Свойства символа Лежандра. 
а р 
І. Если а==6 (той р), то (2) = (2). 
Это следует из общего закона, что в сравнениях можно каждое 
число заменить любым сравнимым с ним по данному модулю чис- 
лом ($ 33). 


Г аб а Е | боб 
с 09) = 15) 15) 5 это непосредственно обобщается на не» 


сколько сомножителей, в частности: 


(05 К) 089-08: 


Это свойство — просто символическое выражение теоремы Эйлера 
(теорема 72). 
0—1 
ПГ. |2) = +1, ибо | ? = 1, т. е. единица — квадратичный 


вычет для всякого р. 


0—1 
—1| ЮУН 0 > — 1] 
[У. (1) —= (—1) ? ; критерий Эйлера здесь дает: (= 
0—1 
==(—1) ° (тойр). Но так как каждая часть этого сравнения 
равна |1, а р> 2, то обе части сравнения должны быть равны. 
Это свойство словесно выражается так: —1 квадратичный вы- 
чет всех простых чисел вида 4® + | и квадратичный невычет 
всех простых чисел вида 4А +- З (или 4А — 1). Ибо при р = 42 4+ 1 
— | 5 — | 

= 5— = 20 — четный, а прир = АР + З показатель Ё = 


2 
= 2р | -– нечетный. 


показатель 


ө а 
Свойство 11 сводит вычисление символа Лежандра а. при 
любом целом а к вычислению следующих символов Лежандра: 


=], (=), Е (4) (при нечетном простом 9 =+ р). Свойства 


р р Вт р 
] —1 2 
ПІ и [У дают формулы для 1 1) И Е Для | 2 имеется такая 
формула: 
Го \ р—1 
М: В = (—1) * (мы докажем эту формулу в следующем 


параграс(е). 
По модулю 8 р имеет одну из таких форм: 82 + 1, 8А +- З, 
85 --5 {или 8А — 3), 8А 4-7 (или 8А —– 1). Если р= ёр | 1, то 


р—1 
$7" — | ы И 
—; = 8 4- 26 — четное, следовательно, (—1) * = +1. Если же 
з | 
р = 843 3, то 2 а СР? -- 62 4- | нечетное; следовательно, 
1 
1—1) ^ = —1. Таким образом, свойство У словами выражается 


гак: 2 — квадратичный вычет всех простых чисел вида ВР +- 1 
п ве - 7 (или 8а — 1) и квадратичный невычет всех простых чисел 
зида 8 -- З и 8№ + 5 (или 82 — 3). 


Что касается символов А где р и $ различные нечетные 


простые числа, то существует формула, которая связывает символы 
| 5 И | р. и известна под именем закона взаимности. Суще- 
ствует много доказательств этого закона; мы дадим доказательство, 
основанное на следующей теореме: 

Теорема 73 (лемма Гаусса). Если а не делится на простое 


печетное число р, то 
а 
а (а е 
(=) (1), е 
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где р — число отрицательных вычетов в ряде абсолютно-наимень- 


ших вычетов произведений 1а, 24, ... 2 — а по модулю р. 
Доказательство. Обозначим через: 
а, 85, ... @, 0, — 65, ... — бы (108) 
абсолютно-наименьшие вычеты чисел а, 2а, ... р 1 а по модулю р. 


2 
Мы считаем все а, и все р, положительными, так что из чисел 


— | 
(108) Х положительных, р — отрицательных, и А + ь = - 5— 5 кроме 
того, все а, < 5 и все 6, < 5 . Числа (108) не сравнимы друг 
— | 
с другом по модулю р, так как и числа а, 2а, ... 2-а не 


сравнимы: из ёа == Іа (той р) следует ($ 33, теорема 50, след- 
ствие 2), что Ё==/ (той р), а это возможно только при № = і, ибо 


ики 1<5. Но и числа а, и 6, не сравнимы друг с другом по 


модулю р: именно, пусть а, == 6, (той р); но ведь а, == ёа (тоа р), 
—6, = [а (тоа р), следовательно, Ёа == — Іа (той р), Ка +- іа = 


= (Р -- [) а== О (тоа р), а значит К + == 0 (тоа р), чего не может 
быть, так как № и / положительные и меньшие чем 5; следова- 


тельно, + [< р и положительно, потому и не может делиться 
на р. Таким образом, числа 


а, а, з о ө а, 01, де; е о в р. (108а} 
все целые, положительные, различные по модулю р и каждое из 


—] 
них < 5 ‚ их число: А+ р = = . Но ведь всего только и имеет- 


— 1 
ся 5 целых положительных чисел, меньших чем 5, а именно: 
—1 
Е Р 5—. Следовательно, числа (108а) и есть все числа 
о а. б 
‚ 2, 9, ... у, Только, может быть, расположены они в дру- 
гом порядке; их произведение: 


0 око Во 0А - (251) (109) 


Каждое из чисел (108) сравнимо с одним и только с одним 
произведением ва (15 И и обратно. Написав все эти 


сравнения и перемножив их, получаем, принимая во внимание 


(109): 
230] 7—1 4) 
(и! а ? = (2)! (—1)^ (той р); 
сократив обе части на множитель (2! !, взаимно-простой с р, 
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получим: 
0—1 


а ? =(—1)* (той р). 
Отсюда и из формулы (1056) получаем: (а = (— 1)", что и тре- 
бовалось доказать. 


$ 49. Закон взаимности. Так называется следующая теорема: 
Теорема 74. Если р и д — два различных нечетных простых 


числа, то: 
РЕ р—1, 4—1 
бе: о рей 08 2 2 
(2305) = 0 (о 


— ] 
Мы уже знаем, что а — четное или нечетное, в зависимости 


от того, что число р вида 4№ +- 1 или 4№ +- 3; то же самое и отно- 


9 — 1 р—1 9—1 
сительно 09— · Произведение 9 * 9 четное, если хоть один 


из сомножителей четный. Таким образом, закон взаимности можно 
выразить так: 


Если хоть одно из чисел р, 9 вида 4А -- 1, то 


(2) = (8): 


если же р, 4 оба вида 4 -- 3, то 


(8) = (8): 


Доказательство закона взаимности. Пусть а — целое число, 


не делящееся на р; делим а, 2а, ... Р 14 на р: 
= 91р "1 
2а = 9р + Гз 
ха = арг, у (111) 


ный АИ 
о а = Чо—1 р ея Гр—1 
2 2 } 
Здесь 0<г,. < р; г,— наименьшие положительные вычеты; 
беря те же обозначения, что и при доказательстве леммы Гаусса, 


МОЖНО убедиться, что числа тт, №, ... Гр—1 те же самые, что и 
79 
а, а», ... @), р— 61, р — 0, ... р— 0; 
следовательно: 07 


— 


„= А — В + рр, 


2 
=1 


А 


где обозначено: 


а на -+... +0 = А; 4+0, +... +6, = В. 
Заметим еще, что: 


р—=1 р 1\р— 1 р? — 1 
Е отв = (1251) 5 
Теперь сложим почленно все равенства (111) 
р—1 
р е 
8 а 8. (112) 
х= 
Но ведь числа 01, 93, ... а, 01, 63, ... б, — это все числа 
О ЕЗ 2—1 (см. доказательство леммы Гаусса), значит, их сумма: 
ео ДЪБ 
А + В = в; А = 5 — В. 
Следовательно, (112) дает [если перенести ^ 1 в левую часть): 
0—1 
ра \ 
5 Е (112а) 
Хх = 


1. Пусть а= 2; написав (112а), как сравнение по модулю 2, 
получим (приняв во внимание, что р==1 (тоа 2)): 


р—1 
=. | 2 
———— = 9. + в (тоа 2). 
Но в этом случае все д, = 0, так как 1.2, 2.2, 3: 2, оо 


2 
все <р, т. е. при делении на р дают частные =0. Таким образом: 


ро 51 


= (тоа 2), 


а отсюда по лемме Гаусса: 
р—1 


ВАЕ 


Таким образом, свойство У символа Лежандра (см. предыду- 
щий параграф) доказано. 

2. Пусть теперь а = д — нечетное простое число, отличное от р; 
тогда (112а) дает, как сравнение по модулю 2: 


>. 
0= У 9,- в (тоа 2), 


Х=1 


ИЛИ: 
ПЕ 


р 9. == (той 2). 


Хх 
Но 9, — неполное частное от деления х7 на р, т. е. 9, = А 


р 
следовательно: 


у | а == 3 (тоа 2). 
6 р 


- 


Отсюда по лемме Гаусса получаем: 


А нта № [22| 


Сыа аы 


аналогично найдем: 


и, следовательно, 


Нам нужно вычислить сумму: 


ВТ 


НУ 


для этого рассмотрим выражение: 


Е 113 
9 р’ 0 
ВА, = 
где х=|, 2, ... -; и=|, 2, ... —5—. Таким образом всего 
у нас Р г 2—1 значений разности (113); ни одна из них не 


равна нулю. Определим, сколько из них положительных и сколько 
отрицательных. 


Пусть 7 о. т. е. х; при данном у, х может иметь 


СЕ 
значения |, 2, 3, ... [№2 а у имеет значения от | до 4 ВКЛЮ- 


== 


чительно. Следовательно, существует всего У ? положительных 
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значений выражения (113). Пусть теперь та 2-0; тогда И 


р—1 
9:7 
ә х 
и мы так же найдем, что имеется всего Ум отрицательных 
х=] 
значений выражения (113). А так как выражение (113) имеет всего 
а] = и 
=. Ч 5— значений, каждое из которых непременно или поло- 
жительно или отрицательно, то 
0—1 9—1 
з в 
УБ-т 
р 9 2 2‘ 
х=] У=1 


Отсюда непосредственно следует формула (110), т. е. закон вза- 
имности доказан. 

Закон взаимности первый открыл Эйлер в 1783 году, но не 
доказал его; снова нашел этот закон Лежандр в 1785 году, но 
доказательство, данное Лежандром, было неудовлетворительно. 
В 1798 году Лежандр выразил закон взаимности формулой (110) 
при помощи введенного им символа. Первый строго доказал закон 
взаимности Гаусс в 1796 году; это доказательство методом полной 
индукции помещено в знаменитой монографии Гаусса «ріѕдиіѕіїіо- 
пез агИбтейсае» («Арифметические исследования»), изданной в 
1801 году. В дальнейшем Гаусс дал еще шесть доказательств закона 
взаимности. Доказательство, приведенное нами, — третье доказа- 
тельство Гаусса с кое-какими упрощениями; последняя его часть 
принадлежит Кронекеру (КгопесКег). После Гаусса было дано еще 
много доказательств закона взаимности; в настоящее время их 
насчитывается около 50. 

Закон взаимности вместе с другими свойствами символа Ле- 
жандра дает возможность вычислять этот символ, как мы покажем 
на примерах. 


438 
Пример 1. Вычислить 598 /- Сначала разложим числитель 


438 на простые множители: 
438 =2.3.173; 


далее имеем по Ш, $ 48: 


(80) = (58) (65) (88) 


Вычислим отдельно каждый символ правой части: 


б) 
192 


ибо по У, 5 48, 593 =8.74-- 1. Для вычисления (=) сначала 
применим закон взаимности, а затем 1, $ 48: 


(з) = (35) = (3) 

593) `` \3] \3/* 

Здесь мы перевернули символ Лежандра без перемены знака, ибо 
593 вида 48 +- 1. Далее: 


(5) = —1, ибо З вида 8№ 3 (У, $ 48). Следовательно, 


З 
(55) = —1 
Далее (по закону взаимности и по Ги П $9 48): 
73 593 9 32 А 
(в) = (08) = (в) = (в) = (в) = += 

Следовательно, 

438 

(88) = 1 а 


Таким образом, сравнение х? = 438 (тоа 593) не имеет решений. 
Можно было бы в этом примере поступить так: 438 == 
== — 155 (тоа 593); 155 = 5 · 31, следовательно, 


Е 05). е (8) = 


Далее 
(5з) = (288) = (5) = 18) 180 
593 И С ВЕУ 
31 593 4 \ ТА 
ав) = (32) = (в) = (8) Р 
ЕЧ _ 
50) = — 
2023 
Пример 2. Вычислить ВИ Сначала приведем числитель 
по модулю 1231: 
(2023) —_ КЕ : 
ть 
разложим 792 на простые множители: 792 = 23.32.11] 
8) (ей а) 
1231 = (я 1231] \ 1231 1231/ \1231/’ 
(т) = +1, ибо 1231 вида 8-7. 


5 Е (129 
1231/ п), 


Следовательно, 


м 
в 


в 
А 
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ибо здесь оба числа 1231 и 11 вида 4№ + 3; далее: 


(2221) = (1) = —1, ибо 11 вида 4 +3 (см. $ 48, ТУ). 


ти И 
(= +ь 
1231 
т. е. сравнение х? == 792 (тоа 1231) имеет решения. 
$ 50. Символ Якоби. При вычислении символа Лежандра наи- 
большую трудность представляет разложение числителя на простые 
множители; в случае, если числитель весьма большое число, раз- 
ложение может оказаться практически невыполнимым. Чтобы избе- 
жать этого разложения, Якоби обобщил символ Лежандра на 
случай, когда знаменатель — составное нечетное число; это обоб- 
щение и называется символом Якоби. 
Пусть Р — любое нечетное положительное число и а взаимно- 
простое с Р; пусть Р = рр’р"... разложение числа Р на простые 
множители (р, р’, р", ... не обязательно все различны}. В таком 


случае определим: 
а а а а 
в) = ($) ($)... Г 


а\ а [а 
где 2) ), р] јо += обычные символы Лежандра (а, будучи 
взаимно-простым с Р, взаимно-простое и с р, ис р’, иср", ...); 


Следовательно, 


а 
СИМВОЛ (= И есть символ Якоби. 


Пусть а = 94'’9"... разложение числа а на простые множители 
(9, 9’. 9", ... все отличны от р, р’, р", ... так какаи Р взаимно- 
простые). Тогда (по 1, $ 48): 


9-9 -Б а» 


Следовательно, 
р 8 Еа 
= 16). (ла) 
р, 9 
Произведение здесь берется по всем числам р, р’, р", ... и по 
всем числам 4, 9', 9", ... (так что каждое д комбинируется с каж- 


дым р). Соединяя в (114а) все множители с одним и тем же 7, 
затем все множители с одним и тем же 49’ и т. д., получим (по 
определению символа Якоби): 


(2) 000909. 


а это непосредственно приводит к свойству Ш, $ 48: 


(2) -(#)(#). 19 


104 


которое, таким образом (со всеми следствиями), доказано и для 
символов Якоби. 
Из самого определения символа Якоби вытекает еще такое его 


свойство: 
а а а 
9 - а) а) о 


если Ру и Р, взаимно-простые с а; это непосредственно обобщается 
п на несколько сомножителей в знаменателе. 
Из определения (114) при а = | непосредственно вытекает: 


|2) = +. (117) 


Докажем теперь следующую лемму: 
Лемма. Если Р и Р’ нечетные числа, то: 


Г) + Р (поа); (118) 
Р Бр Ре РТ 
5) 11 р 1 (пой 9). (119) 


Доказательство. 
1) (Р— 1)(Р' — 1) делится на 4; имеем: 


(Р — 1) (Р’—- 1) = РР — Р Р' 4 1 = 
— (РР’— 1) (Рр — 1) — (Р’ — 1) = 0 (тоа 4); 
РР’ — 1==(Р — 1) + (Р' — 1) (тоа 4), 


а отсюда, разделив обе части и модуль на 2, получим (118). 

2) Имеем (по теореме 52, $ 34): Р? — [и Р” — 1 делятся на 8, 
следовательно, (Р? — 1) (Р'? — 1) делится на 64. Таким образом: 
(Р2— 1) (Р*— 1) = РР” — Р — р” 4-1 = 
= [(РР”)? — 1] — (Р? — 1) — (Р — 1) = 0 (той 64). 


Деля обе части и модуль на 8, получим: 


(РР 1... Р-р р] 
1 1 (тоа8), 


а значит это сравнение верно и для модуля 2, и мы получим (119). 

Обе формулы (118) и (119) непосредственно обобщаются на слу- 
чай нескольких нечетных чисел. Таким образом, если нечетное 
положительное число Р разложено на простые множители 
== рр ра ТОЎ 


УР (шоа2); (118а) 
р 

У 11 (поа 2). (119а) 
р 
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При помощи этих формул легко доказать, что и свойства [У 
и У $ 48 остаются верными для символов Якоби. Именно: 


Б). атас... - 
у= Р—1 
= (1) * (р); 
р^—1 2—1 0” — 3. 
{#)- В). «ае... - 
у —1 


НК уе 


Легко доказать для символа Якоби и закон взаимности: пусть 
Ри 0 два положительных нечетных, взаимно-простых числа; 


В ==рр'р" 0 = 999" ...— их разложения на простые мно- 
жители. Имеем по аа (114а): 


(87-е Д- ЩО -Д" * - 


У) У 28 
Ч 


== (— 12,1 = (—1)? = (—1) 2 * 


{по формуле (118а), примененной для Р и для 0); это и есть 
закон взаимности. 

Докажем и свойство І $ 48 для символа Якоби. Если 
Р = рр'р" ..., а — взаимно-простое с Р и а== Б (тоа РБ), то, оче- 
видно, и 6 взаимно-простое с Р и верны такие сравнения: 
а= 0 (той р), а= 6 (тоа р’), а==6 (той р") ит. д.; следовательно, 


()-6), 0-0). 09-5). 


Перемножая эти равенства, найдем по (114): 


что и требуется доказать. 

Итак: 

Теорема 75. Для символов Якоби верны свойства 1—У $ 48 
и закон взаимности. 

Таким образом, символы Якоби вычисляются по тем самым 
правилам, что и символы Лежандра. Вообще, при вычислении нам 
не нужно отличать символы Якоби от символов Лежандра, являю- 
щихся просто частными случаями символов Якоби. Этим мы при 
вычислении символов Лежандра избавились от необходимости 
разложения числителей на простые множители; нужно только 
выделить множители =2. 

Замечание. Теорема 75 доказывает, что для обобщения 
Якоби символа Лежандра выполнен так называемый «принцип 


106 


перманентности». Этот принцип требует, чтобы при обобщении 
данного понятия оставались верными основные свойства этого поня- 
тия. Можно было бы полагать, что более натуральным обобщением 
символа Лежандра для составного знаменателя являлось бы такое: 


а В 
считать 5) = --1, если сравнение х? = а (тоа Р) имеет решение; 


а 
в противном случае считать (< == —1. Но тогда не был бы вы- 


полнен принцип перманентности и такое обобщение не имело бы 
никакого практического значения. Заметим, что для символа Якоби 


а 
условие 2.) = --1 необходимо, но недостаточно для того, чтобы 
сравнение х? == а (той Р) имело решение (см. ниже, $ 57, теорему 81). 


853 
Пример 1. Вычислить (=). Вычисляем, не заботясь о том, ка- 


‚ 1409 
кие промежуточные символы мы получаем, — Лежандра или Якоби. 


853 —_ Е С 258, — Е 2. 9) = = (13) = (58) = (2, - 
1409/ 4853 /  \853/ `` \853/ \ 853 853 139 139; — 


= (8) (8-000-081-0808) 
= (79 19) \19 19) — БИБ СУ 
Пример 2. Вычислить (5887. Имеем: 


а) (8) (а) (2) 8) (а) – (87) 
„рен 


$ 51. Символы Лежандра и Якоби дают ответ на вопрос: воз- 


можно ли сравнение: 
х? == а (тоа р), (104а) 


где р — простое, а не делится на р. При данных числах аир 


а 
требуется только вычислить символ Лежандра | а). Пусть теперь 


одно из чисел а, р неопределенное (переменное); в таком случае 
возникают такие две задачи: 


о а 
1. Дано число р; найти все числа а, для которых [= = |, 


т. е. сравнение (104а) возможно; иными словами, найти все квад- 
ратичные вычеты числа р. Эта задача конечна, ибо а вообще может 
иметь только р — 1 различных значений (по модулю р): 1, 2, 3 

. р — 1. Каждое из этих значений а следует испытать, вычислив 


а е5 
для него символ Лежандра (=) половина этих значений а будут 


квадратичными вычетами числа р, половина — невычетами. Можно 
поступить и так: возвысить в квадрат каждое из чисел 1, 2, 3, ...р—] 
и взять наименьшие положительные вычеты этих квадратов по 
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модулю р. Эти вычеты и являются всеми квадратичными вычетами 
числа р; каждый из них встретится при этом два раза, ибо 


аад. 
А = (р — А); различных имеется как раз а 5. Можно даже взять 
1, 2 | а. 0 
не все числа 1, 2, ... р — 1, а только первые —5— чисел: 1, 2, 
==] 
3, ... 22_-; их квадраты и дадут все квадратичные вычеты числа р, 


5 
и каждый по одному разу. 

Примеры: 1) р=3; р 1 = 2; здесь имеется только один 
квадратичный вычет, а именно, | и один невычет == 2. 

2} р=о5; для а имеется 4 значения: 1, 2, 3, 4; из них 1, 4— 
вычеты, а 2, З — невычеты (заметим, что квадраты —- всегда вычеты). 

3) р=7т; а=1, 2, 3, 4, 5, 6; беря квадраты чисел 1, 2, 3, 
найдем вычеты 1, 4, 9==2; невычеты: 3, 5, 6. 

2. Гораздо труднее вторая задача: дано число а; найти все 
(нечетные простые) числа р, для которых а — квадратичный вычет, 
т. е. для которых сравнение (104а) возможно. Иными словами, 
найти все (простые нечетные) числа р, которые могут быть дели- 
телями формы х? — а (при различных целых значениях х). 

Вместо формы х? — а возьмем однородную форму /? — аи?, где 
Ги и переменные (принимающие целые значения). Очевидно, что 
делители формы х? — а являются также делителями однородной 
формы Ё — аи?; следует только взять г = х, и = 1, чтобы свести 
эту последнюю форму к первой. Но если поставить условие 
Р (і, и) = 1, то можно сказать, что и обратно: при этом условии 
простые делители формы Ё? — аи? будут также делителями пеодпо- 
родной формы х? — а. Действительно, пусть при некоторых целых, 
взаимно-простых Ё и и форма Ё — аи? делится на простое число р: 


1? — аи? ==0 (тоа р); (120) 


число и не делится на р, так как иначе и # делилось бы на р, 
и ии Е не были бы взаимно-простыми. Следовательно, можно 
найти о так ($ 39, теорема 60), чтобы было: 


ио== 1 (тоа р). 


Умножим обе части (120) на о? и заменим и?0? единицей; 


получим: 
(10)? — а= 0 (тоа р); 


следовательно, при х = ѓо х? — а делится на р. 

Итак: 

Теорема 76. Формы х? —а и і? — аи? при Ш (2. и) = 1 имеют 
одни и те же простые делители. 

Таким образом, нашу задачу можно формулировать так: найти 
все простые делители формы Ё? — аи? (при О (ЕЁ, и) = 1). Множество 
этих делителей бесконечно, поэтому эта вторая задача сложнее, 
чем первая Ее можно решить, пользуясь символами Лежандра и 
Якоби, как мы покажем на примерах. Заметим, что при а = —1 
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иа=2 она уже решепа: свойства ТУ и У ($ 48) символов Ле- 
жандра и Якоби дают ее решения для а = —1и а = 2. Простыми 
делителями формы {? -- и? при Џ (Е, и) = 1 являются все простые 
числа вида 4^ -- | (а также и число 2 — при Ё = 1, и = 1). Простыми 
делителями формы 1 — 2и? при О (Е, и) = 1 являются все простые 
числа вида 8^ - 1 и 85 4- 7 (и число 2 — при Ё=0, и = 1). 
Пример 1. Найти все простые делители формы Ё — Зи? 
(при 0(#, и) = 1). Здесь а = 3; надо найти все простые числа р 


2 3 
так, чтобы было: Г = 4-1. Следует рассмотреть два случая: 
1) р вида 4т -- 1; тогда по закону взаимности 


(5) (5): 
(2) = --1 только если р==! (той З) (см. выше, пример в этом 
параграфе). Следовательно, для р у нас такие условия: 
р==1 (тоа 4), р==1 (тоа 3). 
Решим эту систему сравнений ($ 43); найдем общее решение: 
р == 1 (тоа 12), т. е. р = 12-1. 


2) р вида 4т -- 3; тогда по закону взаимности 


|. = —1 при р==2 (той 3). Следовательно, имеем: 
/ 


р== З (тоа 4), р==2 (то4 3). 
Общее решение: 


р == 11 (тоа 12), т. е. р = 122 + 11. 


Кроме того, следует особо рассмотреть число 2 и простые дели- 
тели числа а (в данном случае 3), ибо найденные нами числа р — 
нечетные и взаимно-простые с а. Но 1? — Зи?, очевидно, делится 
на 2 при ѓі= й = і и на З при [Е =0, и={. 

Таким образом, форма #{ — Зи? имеет такие простые делители: 


2, 3, 1264-1, 12Е-- 11 (или 128 — 1). 
Пример 2. Найти простые делители формы Ё#--7и? (при 
О (1, и) =1). Здесь а = —7; следовательно, нужно исследовать 
СИМВОЛ =: 
Имеем (по свойству ІУ $ 48 и по закону взаимности): 


р=1 0—1 7—1 0—1 


1-0-6 Ы 


ЗВ 
2 ») 
7 
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2 (р—1) / 2. (р 
= 1—1 ) (7 == 2) . Но, как мы видели в этом же параграфе, 


2 = 4-1 при р==1, 2, 4(той 7). Следовательно, р имеет одну 


из таких форм: 7А + 1, 7А 4- 2, 78 +- 4; все простые числа этих 
форм являются делителями формы {? У 7и?. Кроме того, делите- 
лями этой формы являются числа 2 (при ѓі=и= 1) и 7 (при 
Ри р); 

$ 52. Что касается фактического решения сравнений вида (104а), 
т. е. нахождения их корней, то до сих пор не существует прак- 
тического способа этого решения без специальных таблиц. Ко- 
нечно, можно всегда найти х хотя бы простыми пробами, ибо 
количество этих проб ограничено (надо испробовать только р—]1 
чисел 1, 2,...рр— 1 при данном модуле р); но при большом 
модуле этот способ оказывается совершенно непрактичным. Мы 
укажем два случая, когда самый критерий Эйлера дает общую 
формулу для нахождения решений сравнения (104а): 

— | 

1. Пусть р = 4-3; когда -—- = 28 -- 1, и по формуле (105) 

$ 47 получим (предполагая, что наше сравнение имеет решения): 
а?к+1 == | (тоа р). 
Умножая обе части на а, найдем: 


акт? == а (той р) 
или: 
(а"+1)? = а (тоа р). 
Следовательно, х= + а! — искомое решение сравнения (104а). 
П. Пусть р = 88 4- 5; тогда 2 ый +2. Формула (105) 


2 
дает: 
а®812 == | (тоа р) 
или: 


(аё®+1 1) (42811 -- 1) = 0 (тоа р). 


Если произведение делится на простое число р, то (по тео- 
реме 19, $ 10) по крайней мере один из сомножителей должен 
делится на р; оба они вместе делиться на р не могут, так как 
их разность = 2 — не делится на р. Следовательно, должен иметь 
место один из следующих двух случаев: 

1) а"+1 1 == 0 (тоа р), т. е. а?" = 1 (той р); но тогда 
а?к+2 == а (той р) и х= 4 а^** — решение сравнения (104а). 

2) а? -|-1==0(то4 р), т.е. а?" == —1 (тоа р); но тогда 


а? = —а (той р). 


Возьмем какой-нибудь квадратичный невычет числа р; так как 
= 8№ -- 5, то простейший такой невычет = 2 ($ 48, У). Имеем 
по (105а): 


2—1 
22 — 2412 == —1 (той р); 
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перемножив почленно два последних сравнения, найдем: 


24-2 . 2812 Е (Тод р) 
ИЛИ 
(22-1 . ак+1)г == а (той р). 


Следовательно, х== -- 22+? . а®+1 — решение сравнения (104а). 

Но надо заметить, что при болышом р эти решения практи- 
чески так же неудобны, как и применение критерия Эйлера. 

$ 53. При р= 80 4 1 нет готовой формулы для решения 
сравнения (104а). В следующей главе мы увидим, что сравнения 
вида (104а) легко решить при помощи так называемых индексов, 
но для этого требуются специальные таблицы. Есть еще способ. 
А. Н. Коркина решения двучленных сравнений вида 


х" == а (той р), 


но этот способ требует тоже наличия специальных таблиц. В общем 
виде он изложен в учебнике Д. А. Граве «Элементарный курс 
теории чисел» (Киев, 1913, гл. ГУ). Мы изложим частный случай 
способа Коркина — для квадратных сравнений вида (104а), где р 
вида ВР - 1. 

Положим для общности 

р= 26 +1, 

где А2 3, е — нечетное. 

Рассмотрим ряд сравнений: 


— 1 (тоа р); 2 ==] (тод р); 2, == —1 (тоа р);... 


а, 2] (тоа р). 


аз) 


Пусть / — квадратичный невычет числа р; по (105а), $ 47, 
имеем: 


АЫ вод). (122) 
Это можно написать так: 
(Р 8)? = —1 (той р); 


л—2 \—2 
следовательно, у= ® и шь —|? * являются решениями 
первого сравнения (121). Оба эти решения различны: если бы 
—2 А—2 ^— 
В = — 20° (пой р), то 2 °* делилось бы на р тогда как 


НИ 2, н ни ѓ на р не делится. Напишем теперь (122) в следующем 
виде: 


( р °к)? == — 1 (той р). 


А—8 
Отсюда видно, что Ш == 7 # и и, = — И, являются решениями 
второго сравнения (121); как и перед тем, докажем, что эти ре- 
шения различны. Но и Из == 1011, И Изд == — ипи тоже реше- 


ния второго сравнения (121), так как и? == —1, и? = 4-1 (тоа р). 
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Все найденные четыре решения различны: пусть из == -Е из (тоа р) 
ИЛИ Ш == 4- 111091 (тоа р); сократим на из (ибо из. не делится 
на р); получим: и1==-1 (тоа р), что неверно, так как тогда 
ПЕ В: рае 
было бы: и. ==-1, а на самом деле и == —1. 
Јаписав теперь (122) в виде 


(ре). == — 1 (той р), 


найдем решения третьего сравнения (121): Шутер, Изо == — 31. 
Остальные шесть решений третьего сравнения (121) найдутся 
умножением Из на все решения предыдущих двух сравнений (121). 
Как и в предыдущем случае, можно доказать, что все найденные 
таким образом восемь решений 3-го сравнения (121) различны. 
Вообще, чтобы найти все решения 1-го сравнения (121) 


22 =—1 (той р), (121а) 


перепишем (122) таким образом: 


(А) = —1 (шо4 р). 


А— и 
Отсюда видно, что и, ==? 7 ®, и, == — иу являются решениями 


сравнения (121а); остальные его решения найдутся умножением 
и, на каждое решение всех предыдущих сравнений. Всего полу- 
чим, таким образом, 2 - 2? + 23--... + ОР 0 20 решения; 
вместе с двумя решениями 04,1, И». это даст 2" решений. Все они 
различны по модулю р. Пусть именно: 


иу ЕЕ ии, (тоа р), 
где х <р, р< р. Так как и, не делится на р, то полученное 
сравнение можно на и»: сократить: 
Ш == Ир; (той р); 
но это сравнение невозможно: при х = 0 и А +0 ил и и, раз- 


личные по модулю р решения х-го сравнения (121), а при х = р, 
например, при х <р і и и, не сравнимы по модулю р, потому 


ЧТО ЕЕ тогда как ==] (тоа р). 

Абсолютно-наименьшие вычеты решений всех сравнений (121) 
Коркин назвал квадратичными характеристиками числа р. Он 
составил их таблицы для простых чисел р < 5000, К. А. Поссе 
продолжил их для р < 10000. Мы будем обозначать эти абсолютно- 
наименьшие вычеты буквою и с двумя значками, из которых пер- 
вый есть номер сравнения (121). Возьмем все р-е квадратичные 
характеристики: 


Ирл, Ир, е 1.2; (123) 
очевидно, что их квадраты удовлетворяют сравнению 
ар 
2021 == — 1 (тоа р), 
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т. е. сравнимы с (и — 1)-ми квадратичными характеристиками: 
Шр-1,1, Шь-1,25 + + • Цр 1,2871. (123а) 


2 2 
Посмотрим, в каком случае и.» == ил (тоа р). Для этого должно быть: 


т. е. ИЛИ И == иь (это одна и та же характеристика), или 
Их == — и, (тоа р). С другой стороны, — и, ведь тоже решение 
сравнения (121а), отличное от ил, т. е. сравнимое с некоторой 
характеристикой (123). Следовательно, квадраты всех характери- 
етик (123) являются всеми 2 решениями (р — 1)-го сравне- 
ния (121). 

Отсюда следует: всякая (р — 1)-я квадратичная характери- 
стика (123а) непременно сравнима с квадратом некоторой р-ой 
характеристики (123) (даже не одной, а двух). 

Обратимся теперь к нашему сравнению: 


х? = а (той р), 


а 
где р = 2 -- 1; А — нечетное. Пусть (а) = 4-1, т. е, по крите» 
азі: 21 
рию Эйлера а? = а? == | (той р). 
Докажем, что или аё = 1 (той р), или в ряде 
л—2 Л—3 
а^—*, а’, ... ай, а 


пспременно найдется число, сравнимое с — 1 по модулю р. 
Именно из критерия Эйлера следует: 


аа 1 == (а 8 1) (а^—** + 1) ==0 (той р); 


один из сомножителей левой части должен делиться на р (оба они 
одновременно не могут делиться на р, так как их разность == 2). 


Если 4” 4-] делится на р, то наше утверждение доказано. 
Если же аё к — | = (ав —1) („2° +1) делится на р, то или 
а^®--] делится на р и наше утверждение доказано, или 
а (ак __]) (а +1) делится на р, и мы далее рас- 
суждаем подобно же. Т. е., в конце концов, мы найдем, что или 


аё —*% |] делится на р (где $— одно из чисел 2, 3, ... А), или 
а* —1 делится на р. 
Разберем такие случаи: 


к}? 
1) а= 1 (тоа р), тогда: а®%+і = (а ‹ ЕЕ р) (А — нечет- 
Е+1 
ное), т. е. + а ? — решения нашего сравнения. 
въ}? 
2) а= —1 (той р); а 2 ИИ И р). Пусть ѓ — любой 


—1 


— 


р 
е ^А—1 
квадратичный невычет числа р; тогда ѓ ? = ѓ &== — 1 (той р); 
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һы 1 
^—2, 797 ^л—2 
(я ка ? ==а (той р), т. е. + [а * — решения нашего 
сравнения. 


3) а? ==—| (тоа р), где 2<5 < А, или иначе: 
(ап)? ==—1 (тоа р). 


Следовательно, а — одно из решений (А — $)-го сравнения (121) 
и по доказанному выше 


а == 0? (той р), (124) 


где 6 — решение (А — $ -|- 1)-го сравнения (121). Умножая (124) на 
а, найдем: 


(2) 
а ° | = ар? (той р). 


Найдем # из сравнения 6 ==1 (той р) (1 существует, так как 6 
не делится на р) и получим: 


0) 
а? +) ==а(тоа р), 
+1 
т. е. а *.Ё и являются решениями данного сравнения. 
Пример 1. Решить сравнение х?== 11 (той 43). 
Вычисляем: | и = — (21) Е 1) — --1, следовательно, 
сравнение имеет решение. 
Здесь 43 =4. 10 + 3; мы имеем случай 1; 2 = 10, 4+1 = П, 
следовательно, х== +11" (тоа 43). 
Вычисляем: 112 = 121 = — 8 (тоа 43); 
114==64==2]1; 
118 == 441 == 11; 
1110== —8 . 11 = —88 = —2; 
Пн==—22 ==21; 


следовательно, х= +21 (той 43). 
Пример 2. Решить сравнение х? == 7 (тоа 29). 
Здесь: 29 = 8:3 + 5; мы имеем случай 11; А = 3. Вычисляем: 


(2. = (2) = а 1; 2вф1=7; +14 
72 = 49 = —9 (той 29); 


== —6; 
78 ==(—9)(—6) = 54 == —4; 
77 ==—28 == 4-1; 


следовательно, х= 7+1 = --74, или х==-- 6 (тоа 29). 
Пример 3. Решить сравнение х?==23 (той 101). 


Здесь: (28. = (2) = (53 5) = --1. Далее: 101 =8. 12 + 5 (слу- 
чай П); 
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Б = 12, 264 1 = 25, Е -- 1 = 13. Имеем: 


232 = 529 = 24 (той 101); 
23% == 576 = — 30; 
2312 == —27000 = —33; 
2313 == —33 . 23 = —799 == 49; 
2325 == — 393 . 49 = —1617=—1; 

следовательпо, х= |+ 22"+1 . 23"+1 = 4-22 . 2318; 

25 — 32; 20 = 1024 == 14 (тоа 101); 220 == 196 = —6; 

225 == 6 . 32 = — 192 == 10; 

таким образом, х==--10 · 49 = +490 == + 15 (тоа 101). 

Пример 4. Решить сравнение х*==2 (той 17). 


Здесь: 2) = 1; 17 = 24.1 + 1. Имеем сравнения (121) 
2: == — 1 (тоа 17), 22 =] (тоа 17), 22 ==—1 (тоа 17). 


Здесь } = — 3 квадратичный невычет по модулю 17. По критерию 
Эйлера (—3)8 = (—3)* = —1 (той 17); (—3)* == —4; следовательно, 
Ит==4, цуз = —4; (--3) = 9 == —8; следовательно, и ==8, и == 
==— 8, №оз==32 == —2, и. ==2. Наконец: из == 3, Изо == — 3, Иза 7, 
Из==— 7, ИзБ=б, из — 6, изу == 5, изз == —5. У наса = 2; на- 
ходим: 27 == —1 (той 17); следовательно, 2 сравнимо с квадратом 
одного из решений сравнения 22 = —1(тоа 17). Найдем: 2==6? 


(тоа 17); так как здесь А = 1, то сразу получаем решение: 
== 4-6 (тоа 17). 
Пример 5. Решить сравнение х?== 5 (тоа 41). 
5 41 , 
Здесь: 2) =“) = = 41; 4] = 28. 5 -- 1; Е = 5, 


/Їегко убедиться, что ѓ = З — квадратичный невычет по модулю 41. 
Имеем сравнения (121): 


2° =—1 (той 41), 22 == —1 (той 41); 
решения их: 21== 9; 2, ==--3, +14. 
Далее: 
а*% = 55 = 3125 == 9 (тоа 41); а?" = 510 == —1, т.е. 92== —1, 6 = 3. 


Теперь решаем сравнение: 3/ == 1 (той 41); находим: #== 14; 
В 


а ? == 58 = 125==2; х==2. 14 = 28 = —13; следовательно, 
х==--13 (тоа 41). 


$ 54. Рассмотрим теперь сравнение вида 
х? == а (тоа р”), (104) 
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где 2 > 1 — целое число, а р — простое нечетное число. Рассмот- 
рим случай, когда а не делится на р, т. е. когда ДО (а, р”) = 1. 
Если сравнение (104) имеет решения, то эти решения удовлетво- 
ряют и сравнению 

Х? == а (тоа р), (104а) 


так как х? — а, делясь на р", делится и на р. А сравнение (104а) 
имеет решения тогда и только тогда, когда 


у 


следовательно, это условие необходимо для разрешимости сравне- 
ния (104). Мы докажем, что оно и достаточно. Пусть оно выпол- 
нено; тогда сравнение (104а) имеет решение, следовательно, 


р? == а (той р), 
или: 
р? — а = Рр, 


где А — целое число. Возвышая обе части последнего равенства 
в а-ю степень, найдем: 


(02 — а) = Ер: ==0 (тоа р"). (125) 


Имеем (по формуле бинома Ньютона): 
(6+ Уа) = 6 овет уа (5) а 
+ (3) взара (+) +... 


Можно соединить отдельно все члены, не имеющие корня, и от- 


дельно все члены, имеющие множитель Иа: получим такое выра- 
жение: 


(6+ Иа)" = 14 оа, (126) 


где {и о— целые числа. Взяв 6 — У а вместо 6 + а, мы только 
изменим знаки у всех членов, которые имеют множитель Иа, 


следовательно, 
6 — Иа)’ =Е— Иа, (126а) 
а отсюда, перемножив (126) и (12ба), получим: 
(02 — а =й— аф. 
Подставляя это в (125), получим: 


і? — ао? ==0 (тоа р”), 
или: 
2 == ао? (тоа р"). (127) 


116 


Докажем, что &, а значит и о, не делятся на р. Для этого 
сложим почленно (126) и (126а): 


= [(6+ Иа)" + (&—Уа)] = На, 0). 


Мы обозначили правую часть через / (а, 5); это — некоторая целая 
рациональная функция от а и 6 с целыми коэффициентами, ибо, 


как легко видеть, члены, имеющие множитель Иа, сокращаются, 
а члены без множителя Уа удваиваются. Но 6 — корень сравне- 
ния (104а), т. е. 6?==а(то4 р), а потому: 

і = [(а, Б) == (0°, 6) (тоа р) 
($ 33, теорема 51). Но при а = 5? получаем: 


[(5?, 6) = І [(0 + 0) + (0 —6)*] = 5 (26) = 91р; 


р 
таким образом, 
Ё == 2*—1р* (тоа р). 


Правая часть этого сравнения 2°—1* взаимно-простая с р, ибо 
р нечетное, а ё, как корень сравнения (104а), где а не делится 
на р, — тоже взаимно-простое с р. Следовательно, и ѓ и о взаимно: 
простые с р, а значит, и с р*. Таким образом, сравнение 


ѓи == а (то р") 
имеет решение и ($ 39, теорема 60); отсюда: 
Ри? == а? (тоа р"). 
Умножив на и? сравнение (127), получим, заменив {2и? через а?, 
а? == ао?и? (той р"), 
или, сократив на а, взаимно-простое с р": 
о?ц? == а (тоа р"). 
(Следовательно, 
х== ио(тоа р”) (127а) 


и есть решение сравнения (104), которое, таким образом, имеет 
решение. 

Найдем число различных решений сравнения (104). Пусть с — 
одно из решений; очевидно, что —с — тоже решение, отличное 
от с; ибо, если бы было с== —с(той р"), то оказалось бы 
2с ==0 (то4 р*), а это неверно, так как ни 2, ни с не делятся 
на р, т. е. взаимно-простые с р“. Пусть теперь х — какое-нибудь 
решение сравнения (104); в таком случае 


х? = а(той р), но в то же время и с*==а (той р"). 


Отсюда: 
х? — с? ==0 (тоа р"), 
или: 


(х — с) (х + с) = 0 (той р"). 
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Пусть и х—си х с делятся на р; в таком случае и их раз- 
ность --2с должна делиться на р, а это, как мы уже видели, 
наверно. Следовательно, из этих двух двучленов один делится на 
р“, а другой взаимно-простой с р*, т. е. или 

Х—с==0, х==с(то4 р“), 
или: 
х4 с==0, х= — с(тойр*). 

Кроме этих двух решений, иных нет. Таким образом: 

Теорема 77. Сравнение (104) при а взаимно-простом с р* имеет 
решения тогда и только тогда, когда сравнение (104а) имеет ре- 


а 
шения, т. е. когда (2) = +1, и при этом всегда два решения: 


4-х, где х находится по формуле (127а). 

Мы получили одновременно и способ нахождения решений 
сравнения (104), если известно решение № сравнения (104а). 

Пример 1. Решить сравнение х? == 7 (тоа 27). 

Сначала возьмем сравнение х2== 7 (той 3), или (сводя 7 по 
модулю 3) х?==1 (той З). Это сравнение разрешимо; одно из его 
решений: № = 1. Теперь находим по формуле бинома Ньютона: 


(1 (7) =1+3И7-+21+7И7 = 22+ 1017; 


следовательно, ѓ = 22, о = 10. 
Далее решим сравнение 


22и ==7 (той 27) или — и = — 20 (тоа 27). 
Сократив на —5, получим: 
и == 4 (тоа 27); ио== 40 == 13; 
следовательно, 
х== + 13 (тоа 27). 


Пример 2. Решить сравнение х? == 39 (поа 625). Здесь: 625 = 
= 5%. Возьмем сравнение х? == 39 (тоа 5) или х? ==4 (тоа 5); одно 
из его решений: 6 = 2, Далее находим: 

(2-- И 39)" = 16 + 32 39 + 24 . 39 4-8. 39 (39 ++ 39° = 

= 16 -- 32 39 + 936 ++ 312 39 -+ 1521 = 2473 ++ 344 У 39; 

следовательно, # = 2473, о = 344. Затем решаем сравнение 


2473и == 39 (тоа 625), 
или: 
— 27и == 39 (тоа 625). 


Сокращаем на 3: Эи == — 13 (тоа 625), 
прибавляем к правой части 625: 


9и = 612 (тоа 625). 
Сокращая на 9, найдем: и = 68 (тоа 625); 
ио == 68 . 344 == 23392 == 267. 
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Следовательно, 
х == -- 267 (тоа 625). 


$ 55. Теперь рассмотрим сравнение, у которого модуль — сте- 
пень двух, вида 
Хх? == а (тоа 2%); (128) 


а — нечетное число, т. е. взаимно-простое с модулем. 

Рассмотрим отдельно следующие случаи: 

1) а= 1, т.е. х2==а(тоа 2). 

Здесь только и может быть а== 1 (той 2) (это и показывает, 
что а — любое нечетное число). Но тогда и х должен быть нечет- 
ным, ибо х? — а — четное, т. е. х== 1 (той 2). Но все нечетные 
числа образуют только один класс по модулю 2; следовательно, 
решение х== 1 (тоа 2) — единственное. 

2) а= 2, т. е. х?==а(тоа 4). 

Здесь возможны два случая: а==1 или а= З (тоа 4). 

Очевидно, что х должно быть нечетным; но по теореме 52 (в $ 34) 
квадрат всякого нечетного числа сравним с единицей по модулю 8, 
а следовательно, и по модулю 4. Отсюда следует, что при 
а= 3(той 4) наше сравнение не имеет решений, а при а== 1 (той 4) 
ему удовлетворяют все нечетные числа х. Но по модулю 4 все 
нечетные числа образуют два класса, представителями которых 
служат числа | и 3; следовательно, в этом случае мы имеем два 
решения: х==1 и х==3(то4 4). 

3) а == 3, т. е. х2==а(тоа8). 

Для а возможны значения: а==1, 3, 5, 7 (той 8); х — нечет- 
пое; т. е. по той же теореме 52 ($ 34) х? == 1 (тоа 8). Следовательно, 
при а==1 (1048) сравнение имеет четыре решения: х==1, З, 5, 
7 (под 8); в остальных же случаях, т. е. при а==3, 5, 7 реше- 
ний нет. 

4) а> З. Если сравнение (128) при а > З имеет решения, то 
эти решения удовлетворяют тому же сравнению по модулю 8 
(ибо х? — а, делясь на 2“ при х > З, делится и на 23). Но для 
этого должно быть, как мы видели в случае 3, 


а==1 (тоа 8). (129) 


Таким образом, это условие необходимо и при х > З. Мы до- 
кажем, что оно и достаточно. Но сначала выясним, сколько 
всего решений имеет сравнение (128), если оно вообще имеет ре- 
шения. Пусть 6 — некоторое определенное его решение, а х — ка- 
кое-нибудь его решение. Имеем: 

р? ==а (то4 2“), х? = а (тоа 2°); 
следовательно, 
х? — 62 == 0 (тоа 2°) 
или: 
(х — 5) (х +- 2) = 0 (тоа 2°). 
Пусть: | 
хо, хо = 21, 
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где ри / нечетные; тогда, складывая и деля на 2, получим: 
—1 ^—1 
= 272497]. 


Но х, как решение сравнения (128), должно быть нечетным; сле- 
довательно, или х — 1 или А— 1 равно нулю, т. е. одно из 
чисел х, А равно единице, а другое > а — 1 (ибо произведение 
(х — Б) (х -- Б) делится на 2’). 

Пусть А = 1, тогда х > а — 1, и мы имеем: 


—1 
х—6 == 9% 5, 
где $ — какое-нибудь (не обязательно нечетное) число, или 
—1 
х= 0 4-9% 5, 


или, наконец, 
хе=0 4 2" (той 2”) 


(ибо решения сравнения (128) определяются по модулю 2”). При 
четном 5 х== 0 (той 2”), при нечетномѕ х== 0 +4- 2% (той 2°); эти 


два решения различны по модулю 2”. 
Пусть теперь х = 1, а следовательно, А> «— 1, и мы имеем: 


—1 

Хо = "5, 
где 5 — целое (не непременно нечетное) число. В этом случае, 
как и в предыдущем, мы найдем еще следующие два решения: 


х=— Б (той 2"), х= —Ь + 2° (той 2). Таким образом, сравнение 
(128) имеет всего четыре решения: 


р, 64-9", 0, —Ь 4 9" (или — Б — 9%); 


эти все решения различны по модулю 2", в чем легко убедиться. 

Докажем теперь, что условие (129) и достаточно для существо- 
вания решений сравнения (128) при а> З. Мы видели, что это 
условие достаточно при а = 3; следовательно, можно применить 
метод полной индукции. Пусть достаточность условия (129). дока- 
зана для сравнения 


х? == а(той 2%), (128а) 


т. е. при а= 1 (той 8) это сравнение имеет решения. Если с — одно 
из его решений, то, как мы видели, остальные будут: 


РЕ 0 о 


Е. = 
Итак, с? = а (той 2° ), т.е. с? — а делится на 2% или с? — а = 

—1 
= 2" К. Если № четное, то с? — а делится и на 2", т.е. с — реше- 
ние и сравнения (128), и наше утверждение доказано. Если же 


—2\2 
Б — нечетное, то возьмем (с + 2° )`— а; эта разность тоже де- 
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Е, | —2 
лится на 2%, ибо с + 2” ` тоже решение сравнения (128а). Но мы 
имеем: 


(с = в а (с? ка а) ЕА 092—1 С т ара. 68 9—1 р Д. ОЕА ЕВ р. 
при «>3 2а — 42 а; следовательно, 
(с + 2) — а== 2" (+ с) (той 9). 


Но А и е нечетные (А — по условию, с — как решение сравнения 
(128а) при нечетном а), следовательно, их сумма четная, а значит 


(с + 2°) — а==0(тод 2%), 


т.е. с + 2" 2 — решение сравнения (128); наше утверждение дока- 
зано и в этом случае. 

Таким образом, одно из решений сравнения (128а) является 
непременно и решением сравнения (128). Обозначим это решение 
через 6; остальные решения сравнения (128), как мы видели: — 6, 
р 21, —Ь 4 2”. Все эти решения удовлетворяют и сравнс- 
нию (128а), только для (128а) 5 и Б - 2%! (а также —6 и В 4 
-- Ох) не различны, тогда как для сравнения (128) они различны; 
но решения б и —6 различны и для (128а). 

Итак: 

Теорема 78. Сравнение (128) при нечетном а имеет: 1) всегда 
одно решение при а = 1; 2) два решения при я = 2 иа==1 (тоа 4) 
и ни одного при а = 2 иа== 3 (той 4); 3) при а2> 3 (и нечетном а) 
сравнение (128) имеет решения только при а== | (той 8), и в этом 
случае четыре различных решения; два из них непременно удов- 
летворяют и сравнению х2 = а (той 2*+!). 

Предыдущие рассуждения дают и метод решения сравнений 
(128) при а > З. 

Пример 1. х2== 33 (тоа 64). Здесь а = 33 = 1 (той 8), следо- 
вательно, решения имеются. Для нахождения их рассмотрим 
сравнения: 

х? == 83 == | (тоа 8); 
Х == 33 == 1 (тоа 16); 
х? == 33 == 1 (тоа 32); 
х? == 33 (тоа 64). 


Решения первого: 1, 3, 5, 7; из них 1 и 7 удовлетворяют и 
второму; остальные решения второго: 1 - 23, 7 + 23, т. е. все ре- 
шения второго: 1, 7, 9, 15; из них 1 и 15 удовлетворяют тре- 
тьему; остальные решения третьего: 1 -+ 2*, 15 + 2%, т. е. все ре- 
шения третьего: 1, 15, 17, 31; из них 15 и 17 удовлетворяют 
и четвертому; остальные решения четвертого: 15 +- 25, 17 +- 25. 

Таким образом, все решения данного сравнения: 


15, 17, 47, 49. 
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Конечно, не нужно обязательно начинать со сравнения с мо- 


дулем 8; следует начинать со сравнения с модулем 2*, для кото- 
рого нам известно хоть одно решение (остальные три решения 
легко найти). В данном примере это — третье сравнение, имеющее, 
очевидно, корень = 1. 

Пример 2. х?==89 (той 256). Здесь а = 89 == | (тоа 8), т. е. 
решения имеются. Имеем: 89 ==9 (тоа 16), 89 == — 7 (тоа 32), 89 == 
=25 (тоа 64); 25 — точный квадрат. Заметим, что если в сравне- 
нии Х*==а(то@ т) с любым модулем а — точный квадрат, то та- 


кое сравнение всегда имеет решение: х= / а. Значит, и у нас 
сравнение: 
х? == 25 (тоа 64) 


имеет решение 5, и можно начать именно с этого сравнепия. 
Все его решения: 


5, —5, 5 + 32 = 37, —5 {- 32 = 27. 


Легко проверить, что из этих решений 37 и 27 удовлетворяют 


и сравнению 
х? == 89 (тоа 128); 


в частности, 37 удовлетворяет и сравнению 
х? == 89 (тоа 256). 
Таким образом, все корни этого последнего сравнения: 
37, —37, 37 -- 128 = 165, — 37 - 128 = 91. 


$ 56. Рассмотрим теперь случай, когда правая часть а нашего 
сравнения не взаимно-проста с модулем. Мы будем рассматривать 
вместе сравнения (104) и (128), т. е. будем считать р каким-ни- 
будь простым числом, — нечетным или равным двум. 

Пусть в сравнении (104) имеем: а = р^аџ, где а; не делится на р. 
Рассмотрим два случая: 

1. А> а, следовательно, а= 0 (тоа р) и наше сравнение имеет 
вид: 

х? = 0 (тоа р”). (130) 


Здесь мы тоже различим два случая: 

1) х = 23 — четное; чтобы х? делилось на р“, нужно чтобы х 
делилось на р?, т. е. х==Ё · р? (той р"). При ё = 0, 1, 2,... р — 1 
мы получаем различные (по модулю р“) решения: 


Ор ра ЕО, 


число их есть р. При других целых значениях К мы получим 
решения, сравнимые с уже найденными. Таким образом, в этом 
а 


случае сравнение (130) имеет р? различных решений. 
2) а = 28 -- | — нечетное; чтобы х? делилось на р”, х должно 
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делиться на рв+1; х== Рр?+! (тоа р"). При А = 0, 1, 2,... р — 1 
мы получим различные решения (по модулю р“): 


ОР р аер) арр 
а—1 
их число: 08 = р *. При других целых значениях ё получим ре- 
шения, сравнимые с уже найденными. Всего в этом случае сравне- 
а—1 

ние (130) имеет р ? различных решений. 

Итак: 

Теорема 79. Сравнение (130) при любом простом р (включая 


04 
и р = 2) имеет р‘? ! различных по модулю р“ решений (ибо |= 


а а — | 
равно =- при четном х и —— при нечетном а). 


2 2 
П. Пусть теперь А < а; наше сравнение имеет вид: 
х? == р. а (тоа р"), (131) 


где ау не делится на р. Здесь мы тоже различим два случая: 
1) А = 2 — четное; из (131) видно, что х? делится на р“, следо- 
вательно, х должно делиться на р”. Пусть х = р*2; в таком случае 


р^? == р^аџ (тоа р"); 
сокращаем обе части и модуль на р»: 
22 == ау (тоа р^). (131а) 


Если (131) имеет решения, то и (131а) тоже имеет решения, 
и обратно. Но для разрешимости (131а) необходимо и достаточно, 
чтобы при р простом нечетпом было: (2) = +1, а при р= 2, 
о — А > 2 должно быть: а, == 1 (тоа 8) ($ 35, теорема 78). 

Пусть 2 — одно из решений сравнения (131а); оно дает бесчис- 
ленное множество значений 2 + ёр®-^. Все они (при любом це- 
лом К) — представители одного и того же решения 2 (по мо- 
дулю р^). Но, умножив эти значения на р”, мы найдем решения х 
сравнения (131); при этом различных по модулю р“ решений бу- 
дет р’, а именно: 


Ра; реа О"), реа 2р) ьа В [а "| 


При других значениях Е мы не получим иных (по модулю р”) ре- 
шений сравнения (131). Следовательно, всякое решение сравнения 
(131а) дает р” различных (по модулю р") решений сравнения (131). 
Пусть 2, и 2, — два различных (по модулю р^) решения сравне- 
ния (131а). Докажем, что ни одно решение сравнения (131), полу- 
чаемое из 21, не сравнимо (по модулю р”) ни с одним решением 
сравнения (131), получаемым из 2.. Пусть: 


р” (2 + р^) == ре (25 -- зр"—^) (той р”). 
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Сократим все три части на р»: 


21 Е 7р*—^ == 2 - 5р" (той р" №); 
21 — 22 == ($ — г) р^ (тоа р»). 


Но а — А < а — в, следовательно: 


21 — 25 22 (5 —/) р" ^ (то@ р"), 
или: 
21 — 25 == О (тоа р^), 2, 2, (тоа р), 


т. е. 21, 2, не различны по модулю р^, что противоречит 
условию. 
Таким образом, если сравнение (131а) имеет решения, то сравне- 
А 


ние (131) имеет 2р? решений при р нечетном, или р = 2, а — А = 
^ А 


= 92, 4р? решений при р= 2, а—А> 2 и р? решений при р= 2, 
2 — А === ә 

2) х= 2. -- 1 нечетное; из (131) видно, что х должно делиться 
на рь+!. Пусть х = р”+!2; тогда (131) получит вид: 


р20+222 == ра +1, (тоа р”) 
или, сократив на р?2°+!, 
рг? == ау (тоа р). 


Но это сравнение не имеет решений, так как а; не делится на р, 
т. е. из него нельзя определить даже 2? ($ 39, теорема 60). Сле- 
довательно, в этом случае и сравнение (131) не имеет решений. 
Итак: 
Теорема 80. Сравнение (131) при А < х и при а;, не делящемся 
а 
на р, имеет решения только при четном А и при а = 4-1 
(при р — простом нечетном), или при о; = 1 (той 4) (при р = 2, 
а — \ = 2), или при а, == 1 (тоа 8) (при р = 2, а — л > 2) и всегда 
при р= 2, а — \ = 1 (при четном А). В этих случаях оно имеет:. 
А А 


р? решений при р= 2, &— ЛХ = 1; 2р? решений при р нечет- 
р р в. 


ном простом, или при р = 2, а — А = 2; 4р? решений при р = 2, 
ИА О. 

Пример 1. х?=0(тоа 81); здесь р = 3, а = 4 — четное. По- 
лучаем решения: 0, 9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72; всего девять 
решений, различных по модулю 81. 

Пример 2. х?==0(тоа 128); здесь р=2, а = 7 нечетное. 
Получаем решения: 0, 16, 32, 48, 64, 80, 96, 112; всего восемь 
решений, различных по модулю 128. 

Пример 3. х? == 36 (той 81); здесь р = 3, а = 4, а = 36 = 3.4; 
следовательно, Х = 2 — четное; а, = 4. Положив х = 32, получим 
для 2 сравнение 22= 4 (тоа 9); оно, очевидно, имеет решения 
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21==2, 2. == — 2 == 1. Следовательно, получаем такие решения дан- 
ного сравнения: 


3.2=6, 3.(24-9) = 33, 3.(24 18) =60; 
ОЕ, 35070-98. оо 


всего шесть решений, различных по модулю 81[. 

Пример 4. х? == 164 (тоа 512); здесь р = 2, а = 9, а = 164 = 
= 22.4]; следовательно, А = 2 четное, @ = 41 == 1 (той 8). Поло- 
жив х= 22, получим для 2: 22= 41 (тоа 128); имеем: 41 == 
== 9 (тоа 32). Таким образом, сравнение 22 == 41 == 9 (той 32) имеет 
решения: 3, — 3, 3+ 16 = 19, —3 + 16 = 13. Из них 19 и 13 
удовлетворяют и сравнению 22 41 (тоа 64), а 13 удовлетворяет 
также сравнению 22= 41 (тоа 128). Следовательно, для этого 
сравнения имеем решения: 13, —13, 13 + 64 = 77, —13- 64 = 51. 
А данное сравнение имеет следующие решения: 


2:135 26; 9, (134 198): 980: 9.(---13) =-= 96; 9:018 4 
+ 128) = 230; 2.77 == 154; 2. (77 + 128) = 410; 2.51 = 102; 
2. (51 4- 128) = 358; 


всего восемь решений, различных по модулю 512. 

Пример 5. х?==16(то4 32); здесь р= 2, а= 5, а = 16 = 
= 22. |; следовательно, А = 4 — четное, а: = 1. При х = 42 полу- 
чим для 2: 22== 1 (11042); отсюда для 2 только одно решение: 
2==1. Решения данного сравнения следующие: 


Е ТЕО В О ОЬ оу 198; 


всего четыре решения, различных по модулю 32. 
$ 57. Рассмотрим теперь сравнение: 


х? == а(той т), (132) 


где модуль т — какое-нибудь составное (положительное) число. 
Если т = рі... разложение числа т на простые множители, 
то по следствию 2 теоремы 68, $ 45 сравнение (132) распадается 
на следующие: 

х2 == а (той р»), | 

х? = а(тоа 9%), > (133) 

х? ==а(тойх), ) 


и имеет решения тогда и только тогда, когда все сравнения (133) 
имеют решения. При этом число различных по модулю т решений 
сравнения (132) равно произведению чисел различных по соответ- 
ствующим модулям решений сравнений (133). 
В частности, если т нечетное и а взаимно-простое с т, то 
сравнения (133) тогда и только тогда имеют решения, когда все 
а а 


символы Лежандра (=). (2) . (= ‚... равны --1; тогда каж- 
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дое из сравнений (133) имеет два решения. Но тогда символ Якоби 


а а \* [а \ [а \ї 
(| = (8706008) =ч+ь 
Это условие необходимо для разрешимости сравнения (132), 


а 
но недостаточно, ибо из (= = |] не следует, чтобы все сим- 


а а а 
ВОЛЫ (2). (=) А (= ‚... равнялись - |. 


Число всех решений (различных по модулю т) сравнения (132) 
при нечетном т можно представить так: 


а) 8 


о а 
Действительно, если хоть один из символов т и тр. 
равен —1, то соответственный множитель равен нулю; но тогда 
сравнение (132) не имеет решений (т. е. число решений = 0). 


а а а 

Если же все символы (2), (2), ЕЕ ... равны 1, то каж- 
дый множитель в (134) равен 2. Но тогда каждое из сравнений 
(133) имеет два решения, а число всех решений сравнения (132) 
есть 2°, где р — число различных простых множителей числа т; 
но то же нам дает и формула (134). 

Итак: 

Теорема 81. Необходимое (но недостаточное) условие разреши- 
мости сравнения (132) при печетпом т и при а взаимно-простом 


а ө 
с т есть: |2.) = --1. Число различных по модулю т решений 


сравнения (132) дает выражение (134), где р, 4, Г, ...— различ- 
ные простые делители числа т. 

Решим несколько общих примеров. 

Пример 1. х2== 46 (тоа 105). Здесь 105 =3.5. 7 — нечетное; 
р (46,105) = 

Данное сравнение распадается на три сравнения: 


х? == 46 == 1 (тоа 3), х? == 46 == | (тоа 5), х? == 46 == 4 (то4 7). 
Очевидно, что все они разрешимы; их решения: 
х==--1 (тоа 3), х= +1 (тоа 5), х= +2 (1104 7). 


Эти решения мы комбинируем всеми возможными способами и по- 
лучаем всего восемь решений данного сравнения. 

Возьмем сначала такую комбинацию: х == 1 (тоа 3), х== 1 (тоа 5), 
х==2(той 7); первые два сравнения дают: х= 1 (той 15), или 
х = 1 4 15. Подставляя это в третье сравнение, получим: 1 +- 
-- 152 ==2 (тоа 7), или 157 ==? = 1 (той 7); следовательно, х == 1 +- 
-- 15. 1 ==16 (тоа 105); это наше первое решение. 

Легко видеть, что комбинация х==— 1 (той 3), х== — 1 (тоа 5), 

==—2 (1104 7) дает решение: х == — 16 (тоа 105). 
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Возьмем теперь комбинацию: х==1] (той 3), х== —1| (той 5), 


х==2 (тоа 7); первые два сравнения дают: х = 1 + Зи == — 1 (тоа 5); 
Зи == —2 == 3 (тоа о), и = і, х= 4 (той 15), х= 4+4 15. Подстав- 
ляем это в третье сравнение, получим: 4 4 15Ё1==2 (той 7), или 
[=—2, х= 4 — 15 . 2== —26 (тоа 105). Таким образом, третье 
решение: х == —26 (тоа 105), и сразу же найдем четвертое решение 
при «противоложной» комбинации: х == --26 (тоа 105). 

Теперь берем: х== 1 (той 3), х= 1(тоа 5), х= —2(той7). 


Первые два сравнения дают: х== 1 (той 15); х= 1+4 15 == 
== —2 (той 7), ѓ == —3 (тоа 7); х== — 44 (тоа 105); это пятое реше- 
ние; шестое решение есть: х == +- 44 (тоа 105). 

Теперь берем: х== 1 (тоа 3), х= — 1 (тоа 5), х= —2 (той 7). 
Первые два сравнения дают, как мы уже видели, Е 15); 
следовательно, 4 4 15 = —2 (той 7), = —6 (той 7), или ѓ= 
== 1 (тоа 7); следовательно, х== 19 (той 105). Это — седьмое реше- 
ние; а восьмое: х== — 19 (тоа 105). 

Таким образом, наши восемь решений следующие: 


+16, +19, +26, +44 (тоа 105). 


Пример 2. х?== 17 (тоа 104). Здесь 104=23.13; р (17, 104) 1. 
Данное сравнение распадается на следующие: 


х= 17 == 1 (тоа 8); х? == 17 = 4 (тоа 13). 


Оба сравнения разрешимы; решения первого: 4-1, 3, вто- 
рого: +2. Имеем опять восемь комбинаций. 

Берем: х==1 (тоа 8), х=2 (той 13); это дает: х= 1 + В == 
== 2 (тоа 13); 8/== 1 == —12 (той 13); 2== —3== 10 (тоа 13), = 
== 5 (тоа 13); следовательно, х== 4! (той 104). Это — первое реше- 
ние; второе решение: х == —41 (тоа 104). 

Теперь берем комбинацию: х= 1 (той 8), х== —2 (тоа 13); это 
дает: х= 1 + 8#==—2 (тоа 13); 8 = — 3 = — 16 (тоа 13); {= 
== —2 (тоа 13); следовательно, х= 1—8. 2== —15 (тоа 104). 
Это — третье решение, а четвертое: х == 15 (тоа 104). 

Теперь берем комбинацию: х== З (тоа 8), х= 2 (тоа 13); это 
дает: х= 3 + 8і=2 (той 13); 8== —1 = 12; 21==3==-—10; [== 
== —5 (тоа 13); следовательно, х==3 — 8. 5== — 37 (тоа 104). 
Это пятое решение, а шестое; х== 37 (той 104). 

Наконец, берем: х= 3 (той 8), х= —2 (тоа 13); это дает: 
х= 93 4 8#==—2 (тоа 13); 8==—5==8, = 1 (тоа 13); следова- 
тельно, х== 11 (тоа 104). Это седьмое решение; а восьмое: х== 
== — 11 (тоа 104). 

Таким образом, восемь решений данного сравнения следующие: 


4-11, 15, +37, +41 (той 104). 


Пример 3. Решить сравнение х? — 5х -- 16 = 0 (тоа 24). По- 
множая все три его части на 4 ($ 46, случай 1), получаем: 


х? — 20х - 64 = 0 (тоа 96), 
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или: 
(2х — 5)2 = 25 — 64 (тоа 96). 


Пусть 2х — 5 = у, тогда: 
у? == —39 (тоа 96). (а) 
Это сравнение сводится к следующим: 
у? == —39 == —7 (той 32); у? = — 39 = 0 (тоа 3); 


первое сравнение имеет четыре решения: 5, —5, 5 4- 16 = 21; 
—5 + 16 = 11; второе имеет одно решение 0. Следовательно, для 
решения у сравнения (а) имеем четыре комбинации. Одна из них: 
у==0 (той 3), у= 5 (той 32), или у= З= 5 = —27 (тоа 32); 
і == —9; следовательно, у= —27 (тоа 96). Это первое решение 
сравнения (а); второе, очевидно, есть: у= --27 (тоа 96). 
Возьмем, далее, комбинацию: у= 0 (той 3), у= 21 (тоа 32); 
находим: у = 3? == 21 (той 32), т. е. ѓі==7, у= 21 (той 96). Это 
третье решение сравнения (а), а четвертое: у= —21 (той 96). 
Итак, имеем четыре решения сравнения (а): 


у= 4-21, +97 (пой 96). 


Каждое из этих значений у подставляем в формулу 2х — 5 = у 
и каждый раз определяем соответствующее значение х; получаем 
для х значения: 13, —8, 16, —11. Они все целые, но не все раз- 
личны по модулю 24, именно: 13==—11, 16 == —8(то4 24). Сле- 
довательно, данное сравнение имеет только два решения, различ- 
ных по модулю 24: 


х= 13 (той 24), х, = 16 (тоа 24). 


Пример 4. Решить сравнение 3х? — 16х - 12 = 0 (тоа 36). 
Чтобы свести это сравнение к двучленному, умножим все три 
его части на 3 ($ 46, случай 2): 


9х? — 48х + 36 = 0 (тоа 108), 
ИЛИ: 
(Зх — 8)2 == 64 — 36 (тоа 108). 
Обозначим: Зх — 8 = у; тогда: 
у? = 28 (тоа 108). 
Это сравнение сводится к следующим: 
1? == 28 == 0 (тоа 4); 
у? == 28 ==] (тоа 27); 


первое имеет два решения: 0 и 2; второе — тоже два решения: -- 1. 

Имеем всего четыре комбинации; берем сначала: у == 0 (тоа 4), 
у == 1 (той 27); это дает: у= 4? = 1 (той 27); #=7, у = 28 (тоа 108). 
Это — первое решение; второе, очевидно, у == —28 (той 108). Далее 
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берем комбинацию: у = 2 (той 4), у = 1 (той 27); это дает: у = 2 +- 
+ 41 == 1 (тоа 27); 4/1 == —1 (той 27); {= —7; 
== 2 — 4. 7 == —26 (тоа 108). 


Это — третий корень, а четвертый, очевидно, и== 26 (тоа 108). 
Таким образом, для у имеем значения: 4-26, 28. Подставляем 
каждое из них в формулу Зх — 8 = и и каждый раз вычисляем х; 


но значения и = 4-26 и у = —28 дают для х дробные значения, 
которые нам не подходят. Значения же у = —26 и у = +28 дают: 
х = —6 и х= -- 12, — различные значения по модулю 36. Таким 


образом, данное сравнение имеет два решения. 
Пример 5. Решить сравнение 5х? + х + 4 = 0 (той 10). Чтобы 
свести его к двучленному, умножим все три его части на 4. 5 = 20: 


1002® 4- 20х -- 80 = 0 (той 200), 
ИЛИ: 
(10х + 1)2= 1 — 80 (той 200). 


Обозначим: 10х + 1 = у; тогда: 
у? == — 79 (тоа 200). (а) 


Это сводится на у? == —79 == 1 (той 8); у? == —79 == —4 (тоа 25). 
Первое из этих сравнений дает четыре решения: у= +1, +3. 
Чтобы решить второе сравнение, берем сначала: 


у? == —4 == 1 (тоа 5); 


одно из решений этого сравнения у== 1. Берем ($ 54). 


(1+ И—4) = 1420 —4—4= 3 210—4, 


Решим сравнение —Ҙи== —4 (тоа 25), или Зи==— 21 (тоа 25), 
== —-7. Следовательно, у= —7 · 2== —14== 11(той 25). Итак, 
сравнение у? == —4(тоа 25) имеет решения: -- 11. 


Таким образом, мы имеем здесь восемь комбинаций. Берем 
одну из них: у= 1 (тоа 8), у== 11 (тоа 25); следовательно, у = 1 + 
--81==11 (тоа 25), 8#==10; 4 = 5 = —20; #==—5; у= 1 — 8. 5= 
== —39 (тоа 200). Это одно решение сравнения (а); другое, оче- 
видно, у == -|- З9 (тоа 200). 

Теперь берем комбинацию: у== 1 (той 8), у= — 11 (тоа 25); 


следовательно, у= 1 + 8 == — 11 (тоа 25); 81 == —12; 21 = —3 = 22, 
== 11; и=] 4 8.11 == 89 (тоа 200). Это третье решение сравне- 
НИЯ (а); четвертое решение есть: и== — 89 (тоа 200). 


Теперь берем комбинацию: и== З (той 8), у== 11 (тоа 25); сле- 
довательно, у = З + 8 == 11 (тоа 25); 8 = 8; #==1; у== 3+8 · 1 == 
== 11 (тоа 200). Это пятое решение сравнения (а), а шестое 
решение: у == — 11 (тоа 200). 

Наконец, берем комбинацию: и==3(тоа 8), у= — 11 (тоа 25); 
следовательно, у = 3 + 8 = — 11 (тоа 25); 8 == — 14; 4 = —7==18; 
== 9 == —16; [==—8; уџ==3 — 8. 8 == — 61 (тоа 200). Это седьмое 
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решение сравнения (а), а восьмое решение: у== -- 61 (тоа 200). 
Таким образом, имеем восемь решений сравнения (а): 


+11, +39, +61, +89. 


Каждое из этих решений подставляем в формулу 10х + 1=у 
и определяем х. Но значения —11, +39, —61, --89 дают дроб- 


ные значения для х, которые не годятся. При у= +11, — 39, 
4-61, —89 получаем: х = 1, —4, 6, —9. Но по модулю 10 не все 
они различны: 1 == —9, 6==—4. Следовательно, имеем только 


два различных по модулю 10 решения данного сравнения: 
х == 1 (тоа 10); х == 6 (тоа 10). 


Замечание. Три последних примера можно было бы решить 
иным способом: вмєсто того чтобы сначала свести квадратное 
сравнение к двучленному (по $ 46), а затем заменить это двучлен- 
ное сравнение несколькими сравнениями, модули которых — сте- 
пени простых чисел (по $ 45), можно поступить и наоборот: сна- 
чала заменить наше сравнение несколькими сравнениями, модули 
которых - степени простых чисел, а затем уже каждое из этих 
сравнений сводить к двучленному. Иногда такой способ более 
ВЫГОДНЫЙ 

Решим этим вторым способом сравнение примера 5: 


ох? -- х-+ 4== 0 (тоа 10); 


оно сводится к таким: 5х? х +4 4==0 (тоа 5); 5х? х 4== 
== 0 (тоа 2), или, приводя коэффициенты первого по модулю 5, 
а второго по модулю 2: 


х — == 0 (тоа 5); х? + х = х (х 4 1) = 0 (тоа 2). 


Второе сравнение удовлетворяется всяким числом х, ибо х(х + 1) 
всегда четное; первое же дает х== 1 (тоа 5). Следовательно: 

1) при х== 0 (тоа 2), х= 1 (той 5) найдем: х= б(тоа 10); 

2) при х== 1 (тоа 2), х== 1 (тоа 5) найдем: х == 1 (тоа 10). 

Мы видим, что в разобранном примере этот способ оказался 
более простым, чем первый. 


УПРАЖНЕНИЯ 


71. Сравнение 8х4 — 9х3 + 12х? — 8 == 0 (тоа 72) заменить систе- 
мой сравнений, модули которых — степени простых чисел ($ 45). 

Ответ. х?(х — 4) = 0 (тоа 8); х — Зх? — 1 == 0 (тоа 9). 

72. Привести следующие квадратные сравнения к двучленным: 
а) 4х2 — 11х — З==0(тоа 13); 6) 5х2 — 11х 4 16==0 (тоа 45); 
в) 12х2 -|- 8х — 15 = 0 (тоа 44) ($ 46). 

Ответ. а) џ2== 0 (той 13); у= х — 3; 6) у? = — 16 (тоа 225); 
у = эх + 17; в) и? == 49 (тоа 132); у = 6х + 2. 

73. Пользуясь критерием Эйлера, определить: а) которые из 
чисел 2, 3, о — квадратичные вычеты, которые — невычеты по 
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модулю 13; 6) которые из чисел 5, 7, 8 — квадратичные вычеты, 
которые — невычеты по модулю 17 ($ 47). 

Ответ. а) 2 и 5 — невычеты, о б) 5 и 7 — невычеты, 
8 — вычет. 

74. Проверить лемму Гаусса на примере р = 19, а = э ($ 48). 


Ответ. р = 4; 2.) = +1. 
| 94). НЕ). _ [342\. 
75. Вычислить символы Лежандра: а) (5), б) Ў в) (52). 
93 \ 2115). 589 
г) (98); ду (215); © (5%) 6 9. 
Ответ. а), в), д), е) +1; 6б), г) —1. 
76. Вычислить символы Лежандра и Якоби: а) 7 Ар 9 ( 


125/ › 
о (211; о (18); а (2) 650 
Ответ. а), в) —1; б), г), д) +1. 


С 
6649 


921 
77. Вычислить непосредственно символ Якоби х= › а затем 
проверить, разложив его на символы Лежандра и вычислив их 
($ 50). 
Ответ. —1. 


78. Найти все квадратичные вычеты числа р: а) р = 11; 6) р=13; 
в} р=17; г) р= 19 ($ 51). 

Ответ. а) 1, 3, 4, 5, 9; 6б) 1, 3, 4, 9, 10, 12; в) 1, 2, 4, 8, 
9, 13, 15, 16; г) 1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17. 

79. Доказать, что при р = 48 + 1 числа а и р— а одновре- 
менно квадратичные вычеты или невычеты, а при р = 45 + З из 
чисел а ир — а одно квадратичный вычет, а другое — невычет ($ 48). 

80. Найти все простые делители формы Ё — 7и? ($ 51). 

Ответ. 2, 7, 28А + 1, 28-3, 286 - 9. 

81. Найти все простые делители формы Ё — 14? ($ 51). 

Ответ. 2, 7, 56е + 1, 562-4 5, 56 + 9, 56% + 11, э6Е + 13, 
56% -- 25. 

82. Найти все простые делители формы Ё + 5и? ($ 51). 

Ответ. 2, 5, 20А 3, 202 + 7, 20А + 9. 

83. Решить сравнения: а) х?= 19 (тоа 31); 6б) х? == 15 (тоа 53); 
в) х? == 11 (той 59); г) х?= З(тоа 37) ($ 52). 

аи. а) х== +9; 6) х== +11; в) решений нет; г) х== + 15. 

84. Решить сравнения: а) х2 65 (той 101); 6) х2 = 7 (той 83); 
в) х? == 43 (тоа 109) ($ 52). 

Ответ. а) х= +41; б) х= +16; в) х== +32. 

85. Решить способом Қоркина сравнения: а) = 11 (тоа 313); 
б) х?==8 (тоа 641) ($ 53). 

еа а) х== +18; б) х= +134. 

86. Решить сравнения: а) х2 = 24 (той 125); 6) х? == 18 (той 343); 
в) х? == 13 (тоа 243) ($ 54). 

Ответ. а) +32; б) +19; в) +16. 
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87. Решить сравнения: а) х? == 57 (той 512); 6б) х2==41 (тоа 1024); 
в) х? == 17 (тоа 16384) ($ 55). 

Ответ. а) +85; 171; 6) 205, - 307; в) +1769; +4-6423. 
К 0 Решить сравнения: а) х? = 0 (тоа 625), б) х= 0 (той 1331) 

). 

Ответ. а) 25 решений вида 25, где А = 0, 1,2,... 24; 
б) 11 решений вида 121%, где № = 0, 1, 2, 10. 

89. Решить сравнения: а) х? == 19 (тоа 90); б) х? == 98 (тоа 343); 
в) х2== 81 (тоа 729); г) х?==2500 а 3125); д) х?== 27 (тоа 243); 
е) х? == 192 (тоа 512) ($ 56). 

Ответ. а) -- 17; --37; 6) +21, 28, +70, +77, 119, +126, 
--168; в) +9; 472, +90, 4153, +171, +234, +252, +315, 
--333; г) 450; +-75, 175, +200, +300, 325 и т. д., всего 
50 решений, учитывая двойные знаки; д) и е) не имеют решений. 
90. Решить сравнения: а) х == 34 (той 495); б) х? == 48 (тоа 416) 
($ 57). 

Ответ. а) +23, +32, --67, +122; 6) +36, +68, -- 140, 
-- 172. 

91. Решить сравнения: а) 8х? ++ 15х — 6 ==0 (тоа 56); 6) 12х2 — 
— 11х — 1 == 0 (тоа 30). 

Ответ. а) 2; 18; 6) 1; 7 

92. Решить сравнение: х? +- 18х — 18 == 0 (тоа 342) ($ 57). 

Ответ. 12, —30, 84, — 102, 126, —144. 

93. Решить Е х |- х-- 4==0 (тоа 32) ($ 57). 

Ответ. 12, 

94. Решить сравнение: х? + 8х — 20 = 0 (тоа 45) ($ 57). 

Ответ. 2, 5, 17, 20, 32, 35. 


ГЛАВА У 
ПЕРВООБРАЗНЫЕ КОРНИ И ИНДЕКСЫ 


$ 58. В $ 37 мы ввели понятие о показателе п, к которому 
принадлежит данное число а по модулю т; в теореме 59 гово- 
рится, что такой показатель и существует для всякого числа а, 
взаимно-простого с т. Из второго доказательства теоремы Ферма - 
Эйлера следует: 

Теорема 82. Показатели, к которым принадлежат все числа а, 
взаимно-прсстые с т, по модулю жт, являются делителями числа ф (т). 

Если теорема Ферма - Эйлера доказана независимо от теоремы 59, 
то теорема 82 непосредственно следует из теоремы 59 и из тео- 
ремы Ферма - Эйлера, ибо в силу последней а? ("% == а® (той т), а 
вторая часть теоремы 59 говорит, что $ (т) = 0 (то4п), т. е. Ф (т) 
делится на п. 

Как уже было выяснено ($ 37), все степени: а0 = 1, а!, а?, ... 
... а" 1 различны по модулю т и являются корнями сравнения: 


хп == 1 (той т), (135) 


ибо, очевидно (а^)" = (а")^== 1 (той т). 

Определим, к какому показателю принадлежит а^ по модулю т. 

Пусть (а^) = а*==1(то4 т); тогда (по теореме 59): АР= 
== 0 (тоа и). Обозначим: Д (А, п) =4; п= ат, А = №; тогда 
получаем, что МЕ делится на ап, т. е. МЕ делится на п1. Но 
р (№, п1) =1 ($ 4, теорема 10), следовательно, А делится на л; 
($ 7, теорема 15), Е = п:2, где 2 — целое число. С другой стороны: 
(а')" = ач". = ам, — дм" ==] (той т); это доказывает, что и.—наи- 
меньший показатель, для которого (а^)” == | (той т), т е. п; и есть 
показатель, к которому принадлежит а^ по модулю т. 

Итак: 


Теорема 83. Если а принадлежит к показателю п по модулю т, 
п 
то а^ принадлежит к показателю Бп) по тому же модулю. 
Следствие 1. а^ принадлежит по модулю т к тому же самому 
показателю п, что и а тогда и только тогда, когда А и п взаимно- 


простые. 
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Определение. Корень х сравнения (135) называется перво- 
образным корнем этого сравнения, если он принадлежит к пока- 
зателю й по модулю т. 

Из предыдущего следует: 

Следствие 2. Если известно, что сравнение (135) имеет один 
первообразный корень, то оно имеет по крайней мере $ (п) перво- 
образных корней. 

Из теоремы 82 следует, что сравнение (135) только тогда мо- 
жет иметь первообразные корни, когда п — делитель числа $ (т). 
Но отсюда еще не следует, что для всякого делителя п числа ф (т) 
сравнение (135) непременно имеет первообразные корни, т. е. что 
для всякого делителя п числа е (т) существуют числа а, которые 
принадлежат к показателю п по модулю т. 

Среди делителей числа $ (т) имеется и само число © (т). 

Определение. Первообразные корни сравнения (135) при 
п = (т) (если они существуют) называются первообразными кор- 
нями самого числа т. 

Исследуем, у каких чисел существуют первообразные корни. 
Сначала докажем следующую лемму. 


Лемма. Если а^х== 1 (тойт), а= 1 (тойт,), ... а*®== 
== | (тоа т), то а = 1 (тоа М), где в = М (А, А, ... А), М = 
= М (и, ть, ... т). 


Доказательство. Если а == |] (тоа т,), то и а" а == | (тоа т.) 
при любом целом положительном х. Следовательно, а° == 1 (тоа т,) 
при а = 1, 2, ... Е. Но если а» — 1 делится на т}, ть, ... т, 
то а" — 1 делится и на М (по теореме 8, $ 3); следовательно, 
а= 1 (тоа М). 

Пусть теперь т = р 9%! ... разложение т на простые мно- 
жители. Имеем: т = М (р, 9', 71, ...); ибо степени р", 43, 1, 
попарно взаимно-простые ($ 8, теорема 17). 

Если число а взаимно-простое с т, то оно взаимно-простое 


и с каждой степенью: р, 48, 71, ... Пусть а принадлежит к по- 
казателю х по модулю р‘, к показателю А по модулю 93, к по- 
казателю р по модулю /ї ит. д. и пусть 6 = М (х, А, и, ...); 


тогда в силу доказанной леммы 
а == 1 (тоа ~). 


Если а — первообразный корень числа т, то ё = (т). Но, 
с одной стороны, Ф (т) = (р) (97) (7). ($ 35, теорема 54, 
следствие 1); с другой стороны, по теореме 89, х — делитель числа 
Ф(р"), ^— делитель числа $ (43), и — делитель числа Ф(ғ1), 
Следовательно, х < Ф(р‘), < 7 (9°), в < % (77), ... Если бы только 
в одной из этих формул имел место знак неравенства, то было бы: 
хъи...<Ф (р) ф (48) © (7')...Ноб < хл... ; значит, было бы < (т). 
Следовательно, должно быть: х = Ф (р), А = (9%), в = $ (71), 
т. е. а должно быть первообразным корнем и для р”, и для 098, 
и для 71, ... Кроме того, должно быть: 6 = клр... ‚ т.е. $(р“), 
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< (93), $ (71), ... должны быть попарно взаимно-простыми. Но если 
р и 9— два различных нечетных простых числа, то Фф (р^) = 
— рі (р — 1), < (43) = 9—1 (0 — 1) — оба четные, т. е. не взаимно- 
простые. Следовательно, т не может иметь двух различных не- 
четных простых делителей, т. е. т должно иметь вид: т = 2 . ря. 
Но ведь $ (22) = 22-1; при р > 1 22! — четное и, значит, не вза- 
имно-простое с © (р°). 

Следовательно, первообразные корни у числа т возможны только, 
если т = р*, или т=2р*, или т = 2°. Но легко выяснить, что 
в последнем случае должно быть р = 1 или 2. 

Действительно, пусть р>2 и а — нечетное, т. е. взаимно-про- 
стое с 2°; следовательно, а имеет вид: а = 48 -- 1, и мы имеем: 


0—2 
а’ = 14 228 + 2+1, 
где № — какое-то целое число, или: 


0—2 
а? 


==] (тоа 2°). 


а | 
С другой стороны, © (20) = 2-1, т.е. 2—2 = 5$ (2°), и для всякого 
числа а, взаимно-простого с 25; 


1 соб 
5 $(2°) 


а == | (тоа 2?), 


т. е. первообразных корней для числа 2° не существует. 

Таким образом: 

Теорема 84. Первообразные корни могут существовать только 
для чисел: 2, 4, р", 2р, где р — нечетное простое число, а а — 
какой-нибудь целый положительный показатель. 

Мы увидим, что для таких чисел первообразные корни дей- 
ствительно существуют. 

$ 59. Рассмотрим случай простого нечетного модуля р. Если а 
принадлежит к показателю п по модулю р, то сравнение 


Хх” == 1 (тор) (135а) 


кроме корней 1, а, а?, ... а"! не имеет иных корней (по мо- 
дулю р); это следует из теоремы 64, $ 44. Следовательно, если 
сравнение (135а) имеет хоть один первообразный корень, то оно 
имеет точно (п) первообразных корней; это — уточнение след- 
ствия 2 из теоремы 83 в $ 58. В данном случае (по теореме 82) 
п должно быть делителем числа ф (р) = р — 1. 
Возьмем сравнение: 
ХР == | (тоа р); (1356) 


по теореме Ферма - Эйлера это сравнение удовлетворяется всяким 
числом, не делящимся на р, а следовательно, и всеми корнями 
сравнений (135а), где п — какой-нибудь делитель числа р —- 1, т. е. 
и всеми первообразными корнями этих сравнений. 
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Но всякое число а, не делящееся на р, т. е. всякий корень 
сравнения (1356), непременно принадлежит к некоторому показа- 
телю п по модулю р, и этот показатель — делитель числа р — 1. 

Найдем все делители 4, 4’, 4’, ... числа р—1 (включая 
и единицу и само число р — 1) и обозначим через ф (а), $ (4’), 
ф(4"), ... количества чисел, принадлежащих к показателям 4, 4’, 
а", ... по модулю р. Но мы знаем, что ф (а) = $ (а), или Ф (а) = 0; 


то же и для +(4’), $(4”),... С другой стороны, УФ (4) =р—1, 
1 


так как всякое число, не делящееся на р, т. е. всякий корень 
сравнения (1356), н о принадлежит по модулю р к пока- 
зателю 4, или 4’, или 4”. 


Но по формуле Гаусса (с 35, теорема 55) 5.9 (а) = р — 1, сле- 
довательно, Ў'Фф(@) = У (а); здесь каждое и: левой части 
а а 


равно или нулю, или соответствующему слагаемому правой части. 
Но ведь суммы равны, значит, и соответствующие слагаемые должны 
быть равны. Следовательно, ни одно из чисел ф (а) не равно нулю, 
но при всяком 44 (4) = $ (4). В частности, при 4 = р — 1 ф(р — 1) = 
= (р — 1), или. 

Теорема 85. Для всякого нечетного простого числа р суще- 
ствуют первообразные корни; число их = : (р — 1). 

Практического способа нахождения первообразных корней (т. е., 
по крайней мере, одного первообразного корня) данного простого 
числа не существует, приходится просто применять способ испы- 
таний, который можно только немного упорядочить. 

$ 60. Рассмотрим теперь случай, когда наш модуль есть степень 
нечетного простого числа: т = р"; первообразный корень числа 
р" — такое число а, взаимно-простое с р" (т. е. не делящееся на р), 
которое принадлежит к показателю Ф (р) = р"! (р — 1) по мо- 
дулю р”. 

Пусть число а принадлежит к показателю й по модулю р; сле- 
довательно, а” == | (той р), т. е. а" = 1 + рМ№. Отсюда: 


а" = (1 4 рМ)?" = 1 4 рМ, 


—1 
где М — целое число, ибо все члены разложения (1 -- р№)?"` по 
формуле бинома Ньютона, начиная со второго, делятся на р”. 
Таким образом, 


а" == | (той р”). 


Но при и < р — 1 ведь пр! < р (р — 1) = ф(р°), т. е. при 
п< р — 1 число а не может быть первообразным корнем числа р". 
Следовательно, первообразные корни числа р” (если они суще- 
ствуют) должны быть первообразными корнями и числа р. 

Пусть о — первообразный корень числа р, имеем: 


ВР == 1 (той р), 
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т. е. 2%! = 1 4 Мр; М — целое число. Рассмотрим случай, когда 
М не делится на р, т. е. когда 9” "— 1, делясь на р, не де- 
лится на р”. 
Имеем: 
092—0 = (1 -- Мр)? = 1 + Мр? -- Мрз, 


где М — целое число, не делящееся на р (как и №), так как все 
члены разложения (1 -- №р)” по формуле бинома Ньютона, начиная 
с третьего, делятся на р3, а начиная с четвертого, делятся на р“. 
Таким образом, можно написать: 


Вор. 


где / — целое число, не делящееся на р. Возведя обе части по- 
следнего равенства снова в степень р, найдем: 


072—0 — (1 [рр = 1 +- [93 -- Кр», 
где А — целое число; т. е.: 
079—0 = 14 Нр?, 


где Н — целое число, не делящееся на р, и т. д. Так, мы найдем 
общую формулу (методом полной индукции): 


ОРЧ) р 4 Рр, (136) 
где Р — целое число, не делящееся на р. Или, иначе: 
070—1) === | (тоа р), 


но д") не == | (той р”), если р> А + 1. 

Пусть п — показатель, к которому принадлежит © по модулю 
р“; следовательно, 6" == 1 (тоа џ“;, а следовательно, и 2 ‘== 1 (тоа р). 
Значит, и делится на показатель, к которому принадлежит © по 
модулю р, т. е. на р — 1. С другой стороны, по теореме Ферма - 
Эйлера 02% :—0 = | (той р"), а следовательно, р! (р — 1) де- 
лится на п. Таким образом, п имеет вид: 

= р (р — 1), 
где О <ѓ<а — 1. 
Но если бы было [< а — 1, то мы бы имели: 


р? (2—10) == | (тоа р"), 


а в силу формулы (136) это сравнение неверно. Следовательно, 
= а — |, и р — первообразный корень числа р“. 

Исследуем теперь случай, когда с” — | делится на р”. Пусть 
0—1 1 = р?М, или 0°! = 1 + №р?; в таком случае найдем: 


8° 0 = (1 + Мр) = 1 Мр, 
где АМ — целое число; значит: 
09% (9—1 == | (той р“), 
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Следовательно, © — не первообразный корень числа р”, так как 
по модулю р" он принадлежит к показателю < р*—* (р — Г) <<(р”). 

Вместе с с все числа вида ў = ос + Кр при любом целом # 
являются первообразными корнями числа р. Все эти числа сравнимы 
друг с другом по модулю р. Но по модулю р“ числа ў не все 
сравнимы друг с другом: при ё = 0, 1, 2,... р" *— 1 числа 
} = о + Рр различны по модулю р“, тогда как при других целых 
значениях ^ соответствующие значения ѓ будут сравнимыми с теми, 
которые мы получили при ^ = 0, 1, 2, ... р"! — 1, т. е. несравни- 
мых друг с другом по модулю р“ значений } всего р*—!. Иссле- 
дуем, какие из этих значений | будут первообразными корнями 
числа р”. Для этого надо исследовать, в каких случаях 7! — 1, 
делясь на р, не делится на р?. 

Пусть 5” — 1 = М. р; тогда: 


(6 р) не евр оне ПЕР, 
где / — целое число, или: 
2—1 = №р 4 р(р — 1) вд° + Е р”. 
Умножим обе части этого равенства на о (о — не делится на р): 
(122 — 1) 2 = Мар + р(р — 1) 0" + Гар?; 
но 207—1 = | -- М№Мр, следовательно, 
(2 — 1) 2 = Мар -- рф— 1) Е(№р + 1) + Евр", 
или, иначе: 
пор, (137) 


где К — некоторое целое число. Здесь мы различим два случая: 

1. № не делится на р (т. е. 07 — | не делится на р?). Для 
того чтобы правая часть (137) не делилась на р?, надо, чтобы 
и = Мо — Е не делилось па р; Ё = № — и. Пусть и принимает 
значения меньшие, чем р’! и не делящиеся на р; число таких 
значений: + (р*—!) = р“ *(р— 1). Найдем для них соответствующие 
значения /, подставим их в формулу | = в + Рр и получим те зна- 
чения /, которые являются первообразными корнями числа р“, ибо 
2 1— | для этих значений } не делится на р”. 

2. Пусть теперь М делится на р (т. е. 0”! — 1 делится на р"); 
в этом случае правая часть (137) не делится на р?, если только Ё 
не делится на р. Следовательно, здесь мы просто даем для К все 
< (рі) значений, меньших, чем р“ и не делящихся на р. Со- 
ответствующие значения для } и будут первообразными корнями 
числа р”. 

Таким образом, в обоих случаях первообразный корень я 
числа р дает Ф (р*—!) различных по модулю р“ первообразных 
корней числа р“. Очевидно, что два различных (по модулю р) 
первообразных корня 21 и ©. числа р дадут и все различные (по 
модулю р”) первообразные корни числа р“, так как | = 51 + Ар 


138 


и = 0, 4 Рр несравнимы друг с другом даже по модулю р. 
Таким образом, всего существует 


ф (р — 1) - Ф(0%1) = Ф (р (р — 1)) = Ф (Ф (0°)) (138) 


различных по модулю р“ первообразных корней числа р“, ибо 
первообразных корней числа р всего Ф(р — 1) и каждый из них 
дает Ф (р*-!) первообразных корней числа р“; а так как р— 1 
и р“! взаимно-простые, то можно применить следствие 1 из тео- 
ремы 54 ($ 35). Итак: 

Теорема 86. Степень р“ простого нечетного числа р всегда имеет 
первообразные корни; их число х ($ (р")). Каждый первообразный 
корень числа р дает ф(р*—!) различных по модулю р“ первообраз- 
ных корней числа р*. Сам первообразный корень р числа р тогда 
и только тогда является первообразным корнем числа р”, когда 
0—1 1, делясь на р, не делится на р?. 

Пример 1. Найти первообразные корни числа 27. Здесь 
И 9, “0, $ (27) = 27. 2 = 18, Ф (18) = 18.5: 2—6, следо- 
вательно, существует шесть первообразных корней числа 27. Далее, 
Ф(р— 1) = Ф (2) = 1, т. е. существует только один первообразный 


корень числа 3; он = 2; рї = 3? = 9; Ф (9) – 9. а = 6. Следо- 


вательно, этот корень 2 должен дать все шесть корней числа 27. 
Имеем: 22 — | =3.]|, т.е. М№М=1|1 не делится на З, и мы здесь 
имеем случай 1. Для и даем Ф (9) = 6 значений < 9 и взаимно- 
простых с 9; это: 1, 2, 4, 5, 7, 8. Соответствующие значения К 
найдем по формуле А = № — и = 2 — и; получим. е = 1, 0, —2 
—3, —5, —6. Наконец, вычислим значения # по формуле ѓ = о ++ 
+ Кр = 2 - ЗЕ; получим все шесть первообразных корней числа 27: 


5, 2, —4==23, —7==20, —18 = 14, —16 = 11. 


Пример 2. Найти первообразные корни числа 25. Здесь 
р= 5, а= 2, Ф(25) = 25. = — 20, Ф(20) = 20.5. =. = 8; следо- 
вательно, существует восемь первообразных корней числа 25. 
Каждый первообразный корень числа 5 дает четыре первообразных 
корня числа 25, ибо р! = 5, Ф (5) = 4. Число 5 имеет $ (4) = 2 
первообразных корня, именно, 2 и З. Имеем: 24 — 1 = 5: 3; М = 3 
не делится на 5, т. е. здесь у нас случай 1; А = Ме — и = 6 — и; 
и = 1, 2, 3, 4; следовательно, К = 5, 4, 3,2; = о + рр = 2 + 50; 
это дает: [= 27==2, |, =22==—3, |, = 17== —8, |, = 12. 

Для корня З имеем: 3*—1= 9 · 16; М = 16 не делится на 5, 
т. е. у нас опять случай 1; Е = Ме— и = 48 — и; и = 1, 2, 3, 4; 
К = 47, 46, 45, 44, или по модулю 25: Е = —3, —4, —5, —6; 
ў = З 4 58; это дает: 


Б = —12==13, в = —17==8, |, = 3, |, = —2 ==23. 


$ 61. Рассмотрим теперь случай модуля т = 2р*, где р — про- 
стое нечетное число. 
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Теорема 87. Нечетное число а, не делящееся на р, принадле- 
жит к одному и тому же показателю как по модулю р*, так и по 
модулю 2р*. 

Доказательство. Пусть а“==1 (той р"), т. е. а" —1 делится 
на р”; но а" — 1 делится и на 2 (ибо разность двух нечетных 
чисел — четное число), следовательно, а" —] делится и на 2р“ 
(по следствию из теоремы 17, $ 8). Таким образом, а" == 1 (тоа 2р). 
Обратно, если а" — | делится на 2р*, то оно делится и на р". 
Это и доказывает нашу теорему. 

Итак, всякий нечетный первообразный корень числа р“ является 
первообразным корнем и для числа 2р“. Это вытекает из того, 
что ф (2р") = Ф (2) (р) = ‹(р"), так хак $(2) = 1 и если а®‘?°)== 
== | (той р“), то, следовательно, ($.27") == | (то@2р“) (при нечет- 
ном а). Если же а — четный первообразный корень числа р“, то 
а + р* — нечетное число, являющееся тоже первообразным корнем 
числа р“, а значит, первообразным корнем и числа 2р®. Числа а 
и а-- р* не различны по модулю р“, но различны по модулю 2р", 
и одно из этих чисел четное, а другое — нечетное. Следовательно, 
число первообразных корней числа.2р“ такое же, как и число перво- 
образных корней числа р”, т. е.: 


$ ($ (р")) = $ ($ (2р%)). 


Пример. Для числа 54 число первообразных корней такое 
же, как и для числа 27, т. е. 6 (см. пример 1, $ 60). Для 27 пер- 
вообразные корни, как мы видели, 2, 5, 11, 14, 20, 23; следовательно, 
для числа 54 первообразные корни: 2 + 27 = 29, 5, 11, 14 + 27 = 
= 41, 20 + 27 = 47, 23. 

Остается еще рассмотреть случаи модулей 2 и 4. 

При т = 2 существует только один класс чисел, взаимно-про- 
стых с модулем; его представителем можно считать единицу. Еди- 
ницу можно считать и первообразным корнем числа 2, ибо 


Ф (2) = 1, т. е. 1 == 1 (той 2). 


При т = 4 существует два класса чисел, взаимно-простых с мо- 
дулем, их представители 1 и 3. Здесь $ (4) = 2 и 3° == 1 (той 4), 
следоғательно, З и является первообразным корнем числа 4, он — 
единственный (по модулю 4). Но $(. (4)) = (2) = |, т. е. и здесь 
число первообразных корней есть Ф ($ (4)) подобно тому, как в пре- 
дыдущих случаях. 

Итак: 

Теорема 88. Для числа 2р“ (р — простое, нечетное) существует 
ф(Ф (2р’)) первообразных корней; всякий нечетный первообразный 
корень числа р* является первообразным корнем и числа 2р". 

Теорема 89. Для числа 2 и 4 существуют первообразные корни; 
число 2 имеет единственный первообразный корень = 1; число 4 
имеет единственный первообразный корень = З. 

Итак, для чисел, для которых, как говорится в теореме 84, 
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могут существовать первообразные корни, эти первообразные 
корни действительно существуют. 

$ 62. Пусть наш модуль т есть одно из чисел, для которых 
существуют первообразные корни, т. е. т = 2, или 4, или р", 
или 2р* (р — простое нечетное, а — целое положительное; в част- 
ности, & = 1). Пусть © — один из первообразных корней числа т; 


следовательно, все степени о, 2?, 03,... 0") различны по модулю т 
($ 37 и 658). Но все они, как и &, взаимно-простые с т, значит, 
они являются представителями всех р (т) классов чисел по модулю т, 
взаимно-простых с т. Таким образом, если а — какое-нибудь число, 
взаимно-простое с т, то существует один и только один показа- 
тель а (1 < «< 5 (т)) такой, что: 


о" ==а (тот). (139) 


Можно поставить и такое условие для х: О <а< ф(т) — 1, 


ибо 0%") = 06 ==1 (той т). Без этих условий показатель а в (139) 
определен бесконечно-многозначно, так как вместе с х сравнение 
(139) удовлетворяется и всеми показателями а -{ Рр (т), где К — лю- 
бое целое число. Вообще, если 5“ == 03 (той т), то а= 8 (той ф (т)), 
или В = а + Ф (т) *). 

Таким образом, между классами чисел по модулю т, взаимно- 
простых с т, и между всеми классами чисел по модулю $ (т) су- 
ществует взаимно-однозначное соответствие: если а — представитель 
класса чисел по модулю т, взаимно-простых с т, а я — предста- 
витель соответствующего класса чисел по модулю + (т), то всегда: 


== 0“ (тот), 


где с — некоторый, вполне определенный первообразный корень 
числа т. Число а (и весь класс, к которому принадлежит х по 
модулю Фф (т)) называется индексом числа х (и всего класса по 
модулю т, к которому принадлежит а). Обозначают: 


а==іпаа (той (т)), 
или, точнее. 
а==іпа,а (тоаф (т)), 


так как индекс зависит и от взятого за основание первообразного 
корня г. 

Теорема 90. Индекс произведения сравним (по модулю Ф (т)) 
с суммой индексов отдельных множителей **). 

Доказательство. Пусть іпаа = а, шаф==В (той ф(/т)); сле- 
довательно, а == 5“, 6 == с? (тоа т). Но тогда аб = 5“*8 (той т), 


*) Можно ввести и степени с отрицательными показателями; такая степень 
х = 0—" означает решение сравнения? "х == | (тоа т); можно проверить, что 
наши выводы остаются верными и для отрицательных показателей (см. упраж- 
нения 99—101 в конце этой главы). 

**) Иногда говорят: индекс произведения равен сумме индексов отдель- 
ных множителей; но это неточно: в системе индексов мы имеем не равенства, 
а сравнения по модулю ф (т). 
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или: 


іпа (аб) == а + В = іпаа + іпа б (тойо (т)). 


Это непосредственно обобщается и на несколько множителей. 

Если все множители равны, то получаем: 

Следствие. Индекс степени (с натуральным показателем) сравним 
(по модулю 9 (т)) с индексом основания степени, помноженным на 
показателя степени. Или, в виде формулы: 


114 (а”) =п . шда (тоа®(т)). 
Теорема 91. Индекс дроби по модулю т: А (тоа т), т. е. 
индекс решения сравнения: ах== 6р (той т) (см. упражнение 53 
в конце главы ПТ), в частности, индекс обычного частного — 


если б делится на а, сравним (по модулю © (т)) с разностью инде- 
ксов числителя и знаменателя. 

Доказательство. Предполагается, конечно, что а и В взаимно- 
простые с т. Если ах== р (той т), то и х взаимно-простое с м. 
По теореме 90: іпӣа + ш4 х= ша 6 (тоа : (т)); следовательно, 
іпа х == шар — іпаа (тоа х (т)), что и требовалось доказать. 

Теорема 92. Индекс единицы всегда сравним с нулем, индекс 
основания (т. е. самого первообразного корня ©) сравним с еди- 


т | 
ницей, индекс числа —1 (или т — 1) сравним с = $ (т). Или: 


іпа 1=0 (той Ф (т)); іпа е==1 (той ф(т)); іп (—1) == 
== іпа (т — ) == (т) (тоа Ф (т)). 


Доказательство. Первые два сравнения непосредственно выте- 
кают из следующих: 09== 1 (тоа т), ої= ос (той т). 

Выведем третье сравнение: имеем: 0%" == 1 (тойт), 
ИЛИ: 


(т) — [ ет ет 
о? = (я ) — 1) (о Е 1) (тоа т). 


Если т = р" (р — простое, нечетное), то оба множителя не могут 
одновременно делиться на р, так как их разность = 2 не делится 
на р; следовательно, олив из этих множителей (и только один) 


Нот ) 
делится на р“. Но в” — | не может делиться на р*, так как 


с — первообразный корень числа т = р“, т. е. принадлежит к по- 
казателю $ (т) по модулю р“; следовательно: 


Е —-Ф(т) 


++ 1==0 (тоа р”), 
или: 


Дт) _ 


—1 (тоа р), 
а это и показывает, что 5-9 (т) = 4 (—1) (тоа (т)). 
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5-#(т) 
Если т = 2р*, то в -- 1 тоже делится на р* и, кроме того, 


четное, ибо с — нечетное; следовательно, и здесь третье сравнение 
верно. 
При т = 4 проверяем непосредственно: 


000) = 1, 8= 3, 31==—1 (той 4). 


Наконец, при т = 2 третьего сравнения не имеется, так как 
1 
здесь $ (2) = 1, юе (2) — не целое. 


Теорема 93. За исключением случая, когда т = 2, первообраз- 
ный корень числа т всегда квадратичный невычет для т. 

Доказательство. Если а — квадратичный вычет для т, то, 
следовательно, имеется такое целое число х, что х?==а (тоа т); 
х, как и а, взаимно-простое с т. Возводя обе части последнего 


| 
сравнения в степень 5 Ф (т), получим: 


1 

—-Ф(т) 
хат (тоа т). 
Но по теореме Ферма - Эйлера 


т) = 1] (тойт), 
следовательно, 


= 


Таким образом, а принадлежит к показателю <-.$(т) по 


модулю т и поэтому не может быть первообразным корнем числа т. 

$ 63. Мы видим, что индексы имеют много аналогии с лога- 
рифмами; можно сказать, что индексы — это логарифмы по модулю. 
Они имеют и такие же приложения, как логарифмы, на основе 
теорем 90—92, а именно, приложения к решению сравнений, как 
мы покажем на примерах. Для этих приложений необходимо иметь 
таблицу индексов, составленную для различных модулей, т. е. 
таблицу, по которой можно было бы для всякого данного числа 
(класса), взаимно-простого с данным модулем, найти его индекс, 
и обратно: по данному индексу найти число. 

Такие таблицы индексов составлены для простых модулей до 
2000; в конце этой книги дается часть этих таблиц (для простых 
модулей < 100). Для каждого модуля имеется двойная таблица: 
одна ее часть (под буквою 1-—Ш4ех) дает возможность находить 
индексы для данных чисел; другая часть (под буквою № — Мите- 
гиѕ) позволяет находить числа по данным индексам. 

Каждая из таблиц расположена в виде прямоугольника; в за- 
главной строке стоят цифры 0, 1,2,...9; в заглавном столбце — 
тоже цифры 0, 1, 2...; сначала (для небольших модулей) их не- 
много. Чтобы найти индекс данного числа, мы ищем десятки этого 
числа в заглавном столбце, а единицы — в заглавной строке. На 
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пересечении строки и столбца, идущих от этих десятков и единиц, 
внутри таблицы и находится искомый индекс данного числа. Ана- 
логично находим и число по данному индексу. 

Пример 1. Пусть наш модуль = 67; найти іпа 37; в левой 
таблице (под буквой Г), соответствующей числу 67, ищем в заглав- 
ном столбце (слева) цифру 3. а в заглавной строке (сверху) цифру 7. 
На пересечении строки и столбца, идущих от Зи 7, имеем число 44; 
следовательно, 114 37 = 44, или, правильнее: іпа 37 == 44 (тоа 66). 

Пример 2. Пусть наш модуль = 73 и дано: тах = 65; 
найти х. В правой таблице (под буквой М№), соответствующей 
числу 73, ищем: в столбце слева 6, в строке сверху 5. На пере- 
сечении строки и столбца, которые начинаются этими цифрами 
б и 5, стоит число 39; следовательно, х = 39, или, правильнее: 
х== 39 (тоа 73). 

Конечно, в каждой таблице по модулю р имеются только числа 
1,2,...р—1 и индексы тоже от | до р — 1 (индексы можно было 
взять от 0 до р — 2), т. е. и для чисел и для индексов берутся 
только их наименьшие положительные вычеты. Таким образом, 
чтобы пользоваться таблицами, надо сначала найти наименьшие 
положительные вычеты тех чисел, индексы которых мы будем на- 
ходить по таблицам. 

Чтобы составить таблицу индексов для данного простого мо- 
дуля р, нужно иметь и основание составляемой системы индексов, 
т. е. тот первообразный корень 5 числа р, показателями которого 
и являются наши индексы. Это основание для каждого модуля р 
указывается в таблицах. Кроме того, в таблицах для каждого 
модуля даны и все остальные его первообразные корни. 

Имея систему индексов по данному модулю с данным основа- 
нием, можно всегда переменить основание, т. е. перейти к системе 
индексов, если за основание взят какой нибудь другой первообраз- 
ный корень того же самого модуля. Рассмотрим эту задачу в об- 
щем виде. Пусть < и ё, — два первообразных корня числа т и 
число а — взаимно-прсстое с т; пусть: 


а== 50° == 0 (той т) (140) 


а==іпа, а (той о (т)), о == іп, а (той ғ (т)). 
По следствию из теоремы 90 из сравнения (140) найдем. 


а= а іпа, о (той т (т)), 
а == іпа, о (тоа + (т)), 
ИЛИ 

іпа, а== 114. а + ша. о, (той Ф (т)) | 141 
1142, а= іпа,а + 114», о (тоа + (т)) (141) 
Первая формула (141) дает возможность перейти от системы 
с основанием р; к системе с основанием 2; вторая формула (141) 
дает переход от системы с основанием р к системе с основанием 1. 
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Положив в первой формуле (141) а = ұс и приняв во внимание, 
что іпа, 2 == 1 (теорема 92), получим: 


іпа, 5 • Ша. оу == 1 (той е (т)). (142) 


Формулы (141) и (142) аналогичны формулам для перехода от 
одной системы логарифмов к другой (с иным основанием); выра- 
жение ша», © или іп, 5; аналогично с тем, которое в теории ло- 
гарифмов называется «модуль». 

Пример 3. В таблицах для модуля 59 мы найдем: шо 43 == 
== 13 (тоа 58); найти іпа, 43. Для этого найдем по таблицам: 
11410 6 = 57; следовательно, по формулам (141) 


13 == 57 114 43 (тоа 58). 
Решив’ это сравнение 1-й степени, найдем: 
іпа, 43 == — 13 == 45 (тоа 58). 


Решим еще несколько примеров на применение теории индексов. 

Пример 4. Решить сравнение: 36х == 57 (тоа 83). 

Как при применении логарифмов мы «логарифмируем» данное 
выражение или обе части данного уравнения, так и здесь мы, 
можно сказать, «индексируем» данное сравнение, т. е. переходим 
к соотношению между индексами: 


іпа 36 -- ша х == іпа 57 (той 82). 


Из таблицы индексов находим: ша 36 = 28, іпа 57 = 29; сле- 
довательно, 
28 + шах==29 (тоа 82), 
или: 
іпа х= 29 — 28 == | (тоа 82). 


Из правой части таблицы (под буквой Л) найдем: х == 50 (тоа 83). 
(50 здесь основание системы индексов; индекс основания равен 
единице). 
Пример 5. 8х== —11 (той 37); здесь сначала заменяем: 

—11==26; т. е.: 

8х == 26 (тоа 37). 
Переходим к индексам: 

іпа 8 +- ша х = іпа 26 (тоа 36), 
или: 
33 + іпа х= 24 (тоа 36) 
ша х= —9 == 27 (тоа 36), 
х== 31 (тоа 37). 


Прежде чем переходить к индексам, мы могли бы сократить 
обе части сравнения на 2; получили бы: 


4х == 13 (той 37), 
а отсюда: 


22 -- па х= 13 (той 36) и снова: ша х= —9 == 27 (тоа 36). 
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Пример 6. х2= 31 (тоа 43); переходим к индексам: 


2 ша х == іпа 31 == 32 (тоа 42), 
шах == 16 (тоа 21); 


а по модулю 42 имеем для шах два различных значения: 
іпа х, == 16 (тоа 42), шах, = 16 + 21 == 37 (тоа 42). 


Отсюда: 
ха == 17 (тоа 43), х= 26 (тоа 43) — 


два решения, причем 26 == — 17 (той 43). 
Пример 7. х= 23 (той 47), имеем. 


2іпа х= Ша 23 == 39 (той 46). 


Но это сравнение не имеет решений, ибо модуль и коэффициент 
при неизвестном делятся на 2, тогда как свободный член 39 не 
делится на 2 ($ 39, теорема 60). Следовательно, и данное квад- 
ратное сравнение не имеет решений, т. е. 23 — квадратичный не- 
вычет по модулю 47. Проверим это, вычислив символ Лежандра: 


е (2) 2) = Л 
47] — 931 23) —^ | 

$ 64. При помощи индексов легко решить всякое двучленное 
сравнение и-й степени (в частности, квадрётное) или доказать, что 
данное сравнение не имеет решений. Исследуем это в общем случае. 


Дано сравнение: 
х" == а(той т); (143) 


мы считаем, что т имеет первообразные корни и а — взаимно- 
простое с т. Переходим к индексам: 


п ша х= іпаа (той з (т)). 


Пусть 0 (и, т (т)) = 4; необходимое и достаточное условие раз- 
решимости этого сравнения состоит в том, чтобы іпаа делился 
на 4: ш4а = Ка. В таком случае можно сократить на 4 все три 
части нашего сравнения: 


п. __ аа __ 02) 
7 Ш@ х == 7 == 6 (той #1 Е 


Это сравнение имеет одно и только одно решение по модулю —— 9 0 ). 


но по модулю © (т) оно имеет 4 различных решений іпах, а ВА 
ние (143) имеет 4 различных по модулю т решений х. Мы имеем: 


0191 а == ока == а (той т), 


если © — основание нашей системы индексов. Возвысив обе части 
т 
этого сравнения в степень з. получим: 
ф (т) 
о") ==а 14 (тойм). 
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Но по теореме Ферма - Эйлера левая часть сравнима с 1, следова- 
тельно, 

ф (т) 

а 4 = 1 (тойм). (144) 


Обратно, пусть теперь выполнено условие (144); имеем: 
21а == а (тоа т). 


еми. 


Возводим обе части в степень а 


на основании (144) получим: 


АО, іпа а 


с == 1 (той т); 


Ф (т). : 
следовательно, =, іпа а делится на Фф (т), т. е. іпаа делится на а, 
а отсюда следует, что сравнение (143) имеет решения. 

Итак: 

Теорема 94. Если модуль т имеет первообразные корни, то 
сравнение (143) п-й степени при 2 (т, а) = 1 имеет решения тогда 
и только тогда, когда выполнено условие (144), где 4 = Р (п, $ (т)), 
при этом 4 различных по модулю т решений. В частности, при 
т = р(р — нечетное, простое) условие (144) имеет вид: 

0—1 


а 4 == 1(той р). (144а) 


При п = 2 всегдаи 2 = 2 (ибо р — | — четное), и условие (144а) 
обращается в критерий Эйлера ($ 47, (105)). 

Следствие 1. Если Р (п, +(т)) = 1, то сравнение (143) при 
всяком а, взаимно-простом с т, имеет одно и только одно решение. 

Следствие 2. При всяком основании индексы квадратичных 
вычетов всегда четные, а индексы квадратичных невычетов — не- 
четные. 

Это следует из доказательства теоремы 94. 

Пример 1. х= 14 (той 41). Переходим к индексам: 


5 ша х= ша 14 = 25 (тоа 40), 
или: ша х= 9 (тоа 8). 
Следовательно, имеем пять решений: 
іпа ху == 5 (тоа 40), іпа х, = 13 (тоа 40), іла хз == 21 (тоа 40), 
іпа х. == 29 (тоа 40), шах, == 37 (тоа 40) 
отсюда: 
хХ==27, х.==24, х= 35, Х.==22, х= 15 (тоа 41). 
Условие (144а) здесь имеет вид: 148 == | (тоа 41); оно выполнено. 
Пример 2. х= 42 (тоа 53). Здесь: 0 (3, 52) = 1; следова- 
тельно, наше сравнение имеет одно и только одно решение. Пере- 


ходим к индексам: 
Зіпа х= іпа 42 == 20 (тоа 52); 


найдем: іпа х= 24 (той 52); следовательно, 
х= 49 == —4 (тоа 53). 
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Пример 3. х =22(тоа 59). Здесь: 2 (6, 58) =2; еледова- 
тельно, паше сравнение имеет два решения, если только іпа 22 — 
четный. Имеем: 

біпа х= ша 22 = 12 (тоа 58), 
или. 
Зіпа х 6 (тоа 29), 
іпа › == 2 (тоа 29); 
шах, = 2 (тоа оо, шах, = 31 (тоа 58); 
х= 41 (тоа 59), х,== 18 (тоа 59). 

$ 65. Рассмотрим теперь случай модуля т = 2* при а > 2. Мы 

видели, что всякое нечетное число удовлетворяет сравнению: 


1. а 
а? = 1 (той 2); 59(2") = 2—2. Таким образом, для 2* не су- 


ществует первообразных корней. Но мы докажем, что существуют 
числа, принадлежащие к показателю 2: по модулю 2%; таким 
числом, например, является 5. 
Имеем: 5 = 1 + 2%; 5% = 1 + 2° + 2 ==] (той 23), но 5 = 
= 1 (той 24). Далее: 5? = (5?) = 1 + 9 25... == 1 (той 24), 
но 5? = 1 (той 25). 
Пусть доказано, что 
52% * = | (тоа 2), но 5% 2/: 1 (той 2+2); 
следовательно, 
20 = 20А, 
где ё — нечетное число. Тогда: 
Ба (52 )2 = 1 р 20+16 29а, 
а это значит, что 
52% = 1 (под 2^+'), но 52 =/:1 (той 2+2). 
Таким образом, при всяком а > 2 
58% == 1 (той 2%). 


Но при у< а — 2, 57 =/5 1 (тоа 2“); это и доказывает, что о при- 
надлежит к показателю 2%“ по модулю 2%. 


Таким образом, числа 50 = 1, 5, 05°, 53, ... 52°] не 
сравнимы друг с другом по модулю 2%. Числа —1, —5, —52, 
—53,... —52" —1 тоже не сравнимы друг с другом, а также не 


сравнимы и с числами 5^ по модулю 2“, так как числа 5^ вида 
42-1, а числа —5* вида 4К + З, следовательно, они не сравнимы 
уже по модулю 4. 
Итак, мы имеем 2. 2—2 = 21 = Ф (2%) чисел вида: 
(—1)*. 5 (х = 0, 1, ОО рве е) 


все они — нечетные, т. е. взаимно-простые с 2* и различные по 
модулю 2“. Следовательно, они — представители всех классов чисел, 
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взаимно-простых с 2* (или нечетных). Всякое нечетное число а 
сравнимо с одним и только с одним произведением (—1)* . 5 с не- 
которыми х и А, определенными х — по модулю 2, а А — по мо- 
дулю 2%, 

Таким образом, всякому нечетному числу соответствуют два 
индекса — х и А. Легко проверить, что для этих индексов верны 
теоремы 90,91 (для каждого индекса отдельно). Можно составить 
и таблицу индексов (только каждому числу соответствуют два 
индекса — х и А) и пользоваться ею для решения сравнений. 

Пример. Пусть модуль = 24 = 16. Составляем таблицу ин- 
дексов: 


Числа: | Э 5 7 9 1] 13 15 
Индексы х: 0 ] 0 1 0 ] 0 ] 
Индексы А: 0 З] 2 2 ИНЕ 0 


Решим сравнение: 5х == 11 (тоа 16); переходя к индексам, на- 
ХОДИМ: 
для индекса х: 0 + х= | (тоа 2); 
для индекса А: 1 + А == 1 (тоа 4). 
Отсюда: х = | (тоа 2), == 0 (тоа 4), а следовательно: 
х= 15 == — 1 (тоа 16). 


$ 66. Пусть теперь т — какой-нибудь составной модуль; т = 
= рі" р... рь" — его разложение на простые множители. Пусть 
Оо, — какой-нибудь нервообразный корень числа р^ (если р» — не- 
четное; если же ру = 2 и о> 2, то вместо в; берем два числа: 
—1 и 5). 

Пусть, далее, а — какое-нибудь число, взаимно-простое с т; 
в таком случае а — взаимно-простое и с каждым из чисел р»^. 
Следовательно, существует такой показатель у, (определенный по 
модулю Ф(рҳ^)), что: а== рх (той рх) (если р = 2, в >20, то 
вместо д имеем произведение: (—1)° · 5 так, что а== 
=(— 1)” . 5”, (той 2%)). 

Таким образом, мы имеем п таких показателей или «индексов»: 
У1, У, ... Уи (если р =2, о> 2, то имеем п + 1 индексов: у}, 
У1, У, ... Уһ); ОНИ образуют систему индексов числа а. 

Вместо чисел 2) возьмем числа а), определяемые следующим 
образом: 

ах == 0. (тоа р^), а == 1 (той рь") при в ж А; 


каждому 2) соответствует число а), однозначно определенное по 
модулю р:’р>’... ра" = т ($ 43, теорема 62, обобщение). И мы 
имеем (для случая, когда все р» нечетные): 


а= ага» ... ат (той т), 
ибю это дает: а== ох (то4 р^), как и должно быть. 
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Числа 0, а, ... а, образуют базис чисел, взаимно-простых 
с т по модулю т. Всякое число а, взаимно-простое с т, сравнимо 
по модулю т с произведением вида: 


ага» ... ап, 
где каждое из чисел ух определяется однозначно по соответствую- 
щему модулю © (р^^). 

Давая для у) значения уз = 0, 1, 2, ... ф(рћ) — 1 (Х = 1, 2,...п), 
мы получим Ф (рт!) Ф (р5"') ... Ф(р?п) = ф(т) чисел а, взаимнс-про- 
стых с т и не сравнимых друг с другом по модулю т, т. е. пред- 
ставителей всех Ф (/т) классов чисел, взаимно-простых с т. 

Воли рее, бр В, ТО: Просто: оу] 

Если: ду. 10752. 10 ру. 

Если д = 2, о> 2, то вместо одного оу имеем два числа: 
—1 и 5, как уже было указано. При р; = 2, 2: > 2 вместо одного 
числа а; мы определяем два числа: аз == — 1 (тоа 2%), а, = 5 (тоа 2“); 
ар == а, == 1 (той рх^) при А + 1. 

Для определенной таким образом системы индексов теоремы 
90, 91 остаются верными. Например, если 


а== ага»... а,"(той т), Б =ата» ... ат (тойм), 
то, очевидно: 
аб == ауа," ... ат? (той т); 


при этом у + р» можно свести по модулю ®(р»^). 

Здесь тоже можно составить таблицу индексов, только каждому 
числу (взаимно-простому с т) будут соответствовать п (или п -| 1) 
индексов. Этой таблицей можно пользоваться при решении дву- 
членных сравнений, если только коэффициенты в них взаимно- 
простые с м. 

2 4 6 


Пример. т = 105 = 3.5.7; ф(т)=ф (105) = 105. =. =. == 


= 48, т. е. здесь имеется 48 классов чисел, взаимно-простых с 105. 
Каждое число, взаимно-простое с 105, имеет три индекса — отно- 
сительно чисел 3, 5, 7. 

Берем 251, =2, 6, = 2, оз = З (первообразные корни чисел 3, 
о, 7) и составляем таблицу: 


Числа: | 1 2 4 8 ІІ 13 16 17 19 22 23 
индексы относительно 3101001100100 І 
» » Ор от 

» » 7102404 зто 
Числа: |26 29 31 32 34 37 938 41 43 44 46 
индексы относительно 31 1 0 100011 0 ІО 
» » 5009012130320 

» » 715 0143213024 


Числа: | 47 52 53 58 59 61 62 64 67 68 71 


индексы относительно 3110101010 о0 ІІ 
у » 515] 1з з 920191 зо 
» » 715 14 #15 з 0245 0 
Числа: | 73 74 76 79 82 83 86 88 89 92 
индексы относительно 310 1000111 1 
» » 53202130321 1 
» » Г 4. 53-2907 55. 87 102: 4-5. 0 
Числа: | 94 97 101 103 104 
индексы относительно 30 0 1 0 1 
» » 5:2 1 9 8. 502 
» » Е 153 


Найдем еще базис чисел по модулю 105, т. е. определим 01, 
а›, аз из следующих сравнений: 
а ==2 (той 3), а; = 1 (тоа 5), а; = 1 (тоа 7); 
а, == | (тоа 3), 02,2 (тоа 5), а, = 1 (тоа 7); 
Оз == 1 (тоа 3), аз = 1 (той 5), а = 3 (тоа 7). 


Найдем: а; == 71 (тоа 105), а, = 22 (тоа 105) аз == 31 (тоа 105). 
Таким образом, всякое число а, взаимно-простое с 195, пред- 
ставляется по модулю 105 в виде 


а= 71°. 22%. 81" (тоа 105), 


где уу = 0, или |; у, = 0, 1, 2, или 3; уз = 0, 1, 2, 3, 4, или 5. 
Пользуясь составленной таблицей, решим сравнение: 


х? = 46 (тоа 105). 


Обозначим через у1, Уз, Уз Индексы числа х (относительно 3, 
5, 7). Тогда, переходя к индексам, — сначала по модулю 3, а затем 
по модулю 5, далее пс модулю 7,— найдем для у, у», уз, сле- 
дующие сравнения: 

21 ==0 (тоа 2), 2у.,==0(то4 4), 2у. ==4 (тоа 6). 


Каждое из этих сравнений имеет два решения: 
ур== 0; |; у= 0; 2; у.==2; 5. 


Мы можем комбинировать каждое значение у; с каждым зна- 
чением у, и с каждым значением уз; получим восемь следующих 
комбинаций индексов: 


0, 0, 2; 0,0 
1, 0, 


А 


95. 10.2.2070; 2697 10302: 
эй о и о 2.59 


Для каждой из этих комбинаций найдем в нашей таблице со- 
ответствующие значения: 


[6, 61, 79, 19, 86, 26, 44, 89. 


Это — все восемь корней нашего сравнения. 


УПРАЖНЕНИЯ 


95. Найти показатели, к которым принадлежат по модулю т 
все числа, взаимно-простые с т, при: а) т = 5, 6) т = 8, в) т = 10, 
г) т= 11, д) т=24 ($ 58). 

Ответ. а) 2 и3—к4; 4—к2; 6) 3, 5, 7—к2; в) Зи? —к 4; 
9—к2;г) 2, 6, 7, 8—к10; 3, 4, 5, 9 —к5; 10 —к2; д) 5, 7, 11, 
13, 17, 19, 23 —к 2, 

96. Найти все первообразные корни числа: а) 7; б) 17; в) 29; 
г) 47 ($ 59). 

Ответ. а) 3, 5; 6) 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14; в) 2, 3, 8, 10, 
11, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 27; г) 5, 10, 11, 13, 15, 19, 20, 22, 
23, 26, 29, 30, ЗІ, 33, 35, 38, 39, 40, 41, 43, 44, 45. 

97. Найти все первообразные корни числа: а) 49; 6) 125; в) 121; 
г) 81 ($ 60). 

Ответ. а) 3, 5, 10, 12, 17, 19, 24, 26, 38, 40, 45, 47; 

б) 2, 3, 8, 12, 13, 17, 22, 23, 27, 28, 33, 37, 38, 42, 47, 48, 
52, 53, 58, 62, 63, 67, 72, 73, 77, 78, 83, 87, 88, 92, 97, 98, 102, 
103, 108, 112, 113, 117, 122, 123; 

в) 2, 6, 7, 8, 13, 17, 18, 19, 24, 28, 29, 30, 35, 39, 41, 46, 
50, 51, 52, 57, 61, 62, 63, 68, 72, 73, 74, 79, 83, 84, 85, 90, 95, 
96, 101, 105, 106, 107, 116, 117; 

г) 2, 5, 11, 14, 20, 23, 29, 32, 38, 41, 47, 50, 56, 59, 65, 68, 

‚ Я. 
98. Найти все первообразные корни числа: а) 14; 6) 22; в) 50; 
г) 162 ($ 61). 

Ответ. а) 3. 5; 6) 7, 13, 17, 19; в) З, 13, 17, 23, 27, 33, 
37, 47; г) 5, 11, 23, 29, 41, 47, 59, 65, 77, 83, 95, 101, 113, 119, 
131, 137, 149, 155. 

99. Доказать, что (а`')" == (а")-! (той т), где а — взаимно-про- 
стое с т; степени с отрицательными показателями — по модулю т 
($ 62). 

100. Доказать, что формулы: а" · а= а! (тоа т), (а“!== 
== а“ (тоа т) остаются верными и для отрицательных показателей 
по модулю т (а предполагается взаимно-простым с т) ($ 62). 

101. Доказать, что при а взаимно-простом с та“ == а? (тоа т) 
тогда и только тогда, когда х= 8 (тоа п), где п — показатель, 
к которому принадлежит а по модулю т, при любых целых а и В — 
положительных или отрицательных ($ 62). 

102. Перестроить таблицу индексов для простого числа 11 
(в конце этой книги), взяв за основание первообразный корень 7 


($ 63). 
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103. Перестроить таблицу индексов для простого числа 19, взяв 
за основание первообразный корень 2 ($ 63). 

104. При помощи индсксов решить сравнения: а) 18х==42 
(тоа 89); 6) 1|х== 13 (тоа 31); в) 35х - 15 ==0 (точ 97) ($ 63). 

Ответ. а) 32; б) 4; в) 55. 

105. При помощи индексов решить сравнения: а) х? == 59 (то! 83); 
б) х? == 32 (тоа 43); в) х? == — 17 (тоа 53); г) х? == 26 (тос 67) ($ 63). 

Ответ. а) + 15; 6) нет решений; в) +6; г) + 19. 

106. При помощи индексов решить сравнения: а) х? == 15 (той 41); 
б) хз = 17 (тоа 29); в) х? = З (тоа 61) ($ 64). 

Ответ. а) 7; б) 17, в) 27. 

107 При помощи индексов решить сравнения‘ а) х3 == 22 (тоа 43); 
б) хе == 15 (тоа 53); в) х*== 11 (тоа 59); г) х? == 13 (тоа 93); д) хё == 
==8(тоа 89) ($ 64). 

Ответ. а) 19, 28, 39; 6) + 4; в) нет решений; г) + 9; д) + 6; 
- 17, + 26, + 44. 

108. Составить таблицу индексов для модуля 27, взяв за осно- 
вание первообразный корень 2; с помощью этой таблицы решить 
сравнения‘ 

а) 5х == 13 (тоа 27); 9 х? == 10 (тоа 27) ($ 60, 62, 63). 

Ответ. а) 8; 6) +8 

109. Составить таблицу индексов для модуля 50, взяв за осно- 
вание первообразный корень 3; с помощью этой таблицы решить 
сравнения: 

а) 17х == 39 (тоа 50); б) х*==29 (тоа 50) ($61, 62, 63). 

Ответ. а) 17; б) + 23. 

110. Составить таблицу индексов для модуля 24 и найти базис 
по этому модулю ($ 66). 

Ответ. Базис 7, 13, 17. 

111. То же самое для модуля 36. 

Ответ. Базис 19, 29. 


ГЛАВА МІ 
НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМАХ 


$ 67. Бинарной квадратичной формой называется выражение 
вида 
Ф (х, у) = ах? + бху + сі, 


т. е. квадратная однородная функция от двух переменных. В тео- 
рии чисел рассматриваются такие формы с целыми коэффициента- 
ми а, 6, с, и переменным х, у даются только целые значения. 
Квадратичная форма вполне определяется своми коэффициентами 
а, 6, с; ее сокращенное обозначение: 


ф = (а, р, с). 


Главная задача теории квадратичных форм — определить, «пред- 
ставляется» ли данное целое число т данной квадратичной фор- 
мой (а, 6, с) и если представляется, то найти все эти «представле- 
ния» или, иными словами, выяснить, имеет ли неопределенное 
уравнение 


ах? +- хи + су? = т 


целые решения х, у и если имеет, то найти все эти целые решения. 

В связи с этой основной задачей стоят и дальнейшие задачи: 
найти все целые числа, которые представляются данной квадра- 
тичной формой, и обратно, — найти все квадратичные формы, ко- 
торыми представляется данное целое число. Эти задачи сводятся 
к следующей: найти квадратичные формы, представляющие одни 
и те же числа; такие формы называются эквивалентными. Дока- 
зывается, что такие и только такие формы могут быть преобра- 
зованы друг в друга линейным преобразованием переменных х, у 
с детерминантом, равным + 1. 

Но теория квадратичных форм не ограничивается указанными 
задачами; она находится в теснсй связи и с теорией квадратных 
иррациональностей, и с теорией цепных дробей, и даже с теорией 
эллиптических функций. 

Выражение Ш) = Б? — 4ас называется дискриминантом формы 
(а, 6, с). Общий наибольший делитель $ коэффициентов а, 6, с 
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данной формы называется делителем формы (а, 6, с); если а = ѕа’, 
Б —= 86°, с = $6’, то 
(а, 0, с) =5(а’, Б', с’). 


Форма (а’, 6’, с’), коэффициенты которой взаимно-простые, назы- 
вается первообразною. Очевидно: 


р = 65? — 4ас = 5? (6? — 4а'’с’). 


Пусть целое число № представляется формой (а, В, с), т. е. 
существуют такие целые числа а, ү, что 


ао? -- Вау - сү? = К. (145) 


Пусть Р (а, ү) =$; при $> 1 представление несобственное; 
если же 5 = 1, т. е. а и ү взаимно-простые, то представление — 
собственное. Пусть а == 5%’, ү = 5ү'; тогда из (145) найдем: 

Юва бас”, 
и представление числа К’ собственное. 

Заметим еще, что если форма (а, 6, с) не первообразна, и $— 
ее делитель, то всякое число №, представляемое этой формой, 
должно делиться на $: № = $, и К, представляется первообразной 
формой (а’, 6”, с’) (где а = ѕа', 6 = 36’, с = 5г°). 

Таким образом, достаточно исследовать только первообразные 
формы и собственные представления чисел такими формами. 

$ 68. Разложимые формы. Квадратичная форма (с целыми коэф- 
фициентами) называется разложимой, если ее можно представить 
как произведение двух линейных форм тоже с целыми коэффи- 
циентами. 

Лемма. Если квадратичная форма с целыми коэффициентами 
представляется как произведение двух линейных форм с рацио- 
нальными коэффициентами, то она — разложима, т. е. представля- 
ется как произведение двух линейных форм с целыми коэффици- 
ентами. 

Доказательство. Пусть Фф = (а, 6, с) = (ах - В’) (ү'х - ё'у), 
где а’, 8’, ү, 5° — рациональные дроби. Приводим эти дроби к 
общему знаменателю $*) и умножаем на него обе части нашего 


равенства: 
5р = (ах -- Ву) (үх -- 80), 


где а, В, ч, 5 — целые числа; при этом, сокращая, мы можем до- 
стигнуть того, чтобы было: Р (а, В, $) = 1, Юү, 5, $) = 1. Тогда: 
5а = аү, 56 = од -- 8ү, 5с = 82. (146) 

Пусть р > | — простой делитель числа $; первое равенство (146) 


говорит, что & или ү,— например, а делится на р; третье равен- 
ство (146) подобно же говорит, что В или 8 делится на р. Но по- 


*) Собственно $ есть произведение общего знаменателя чисел а’, В” на об- 
щий знаменатель чисел 1’, ё“. 
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К а делится на р, то В не может делиться на р, ибо Р(х, 

5) = 1; следовательно, ё делится на р. Но тог да второе ра- 
вепство (146) показывает, что 8у делится на р, что неверно, так 
как ни В, ни у не делятся на р(у— не делится на р, ибо О (ү, 5 
5) = 1). Отсюда следует, что 5 = 1, т. е. ф = (ах + 8у) (ух 2) 
с целыми а, В, ү, $; и лемма доказана. 

Теорема 95. Квадратичная форма ®(а, 6, с) тогда и только 
тогда разложима, когда ее дискриминант О) — точный квадрат. 

Доказательство. Пусть $ = (ях - Ву) (ух -- 5и); тогда а = ат, 
р = аб -- Ву, с = 8$; следовательно, 


О = 0? — 4ас = (аё -- 8)? — 436 = (х — Вү)?. 
Обратно, пусть О = =? — точный квадрат; при а == 0 имеем: 
40% = 4а (ах? -- 6ху -+ су?) = (2ах - ву)? — Ру? = 
= [2ах - (6 + =) у] [2ах - (0 — =) у]. 
Исходя из этого: 


о = 1 [ах + (6 + е) И] [2ах + (6 — е) 0], 


а отсюда по предыдущей лемме следует, что форма ф разложима. 

Если а= 0, то О = 62; ф = и(6х + су). 

Специальный случай мы имеем, когда квадратичная форма яв- 
ляется квадратом линейной формы. Для этого случая мы докажем 
следующую теорему: 

Теорема 96. Квадратичная форма тогда и только тогда есть 
квадрат линейной формы (помноженный на постоянный множитель), 
когда ее дискриминант О = 0 

Доказательство. Пусть $ = 5 (ах -- Ву)? = зах? -|- 25а3ху-- 5320? 
тогда: 

р = 4522282 — 45а? . 532 = 0. 


Обратно, пусть теперь 2 == 0; в таком случае по теореме 95 
форма Ф разложима (ибо 0 — точный квадрат). Пусть 


Ф = з(ях + Ву) (үх -- 00), 
причем 2 (о, 3) = 1 и Б(ү, 5) = 1; имеем: 
"Р = 52 (*5 — 8ү)? = 0; 
Конечно, 5 = 0, следовательно, аё — Ву = 0 или: 
&б = 38ү. (147) 
Мы считаем, что х не равна тождественно нулю; следовательно, 
при а = 0 В = 0. Но тогда (147) дает: ү = 0, и наша форма имеет 


вид: 
Ф = 530 · Џ. 


Аналогично, при ё = 0 и В = 0, и тогда ф = ѕаүх?. 
Пусть теперь а, 8, у, ? все отличны от нуля; по (147) ад де- 
лится на ү, но ү и ё взаимно-простые, следовательно, х делится 
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на ү. Так же из (147) мы найдем, что и ү делигся на х, т. е. 
а= | ү. Мы можем считать х и ү положительными, изменив, 
ссли это потребуется, знак у $. Следовательно, 2 = ү, а тогда из 
(147) найдем: В = $, т. е. 


ф = 5 (ах -- Ву)?, 


что и требовалось доказать. 

Если ф = (хх + Ву) (үх -- у) разложимая форма, то при х:у = 
= 0: —ү или при х:у= 8: —а будет $ = 0, т е. уравнение 
Ф = 0 имеет целые решения х, у, не равные одновременно нулю; 
например, х = +8, у = —а. Обратно, пусть ф = 0 при некоторых 
целых, не равных одновременно нулю, значениях х и у, т. е.: 


4а (ах? -- 6ху + су?) = (2ах + ву)? — Ру? = 0. (148) 


При у = 0 это дает: 2ах = 0; но так как тогда х + 0, то а = 0, 
и форма ® = у (бх + су) разложима. Если же у = 0, то (148) дает 


р |. + а 
У 
т. е. р — точный квадрат, и, следовательно (по теореме 95), фор- 
ма Ф — разложима. 

Итак: 

Теорема 97. Квадратичная форма ф тогда и только тогда раз- 
ложима, когда существуют целые значения х у, не равные одно- 
временно нулю, при которых Ф обращается в нуль 

Пример 1. ф= 5х? — бху — 8у? -— разложимая форма, так 
как для нее 

22 = 36 4.5 · 8 = 196 = 14? — точный квадрат. 

Действительно: 


4.5. Ф = 100? -– 120ху — 1601? = (10х — бу)? — (140)? = 
= (10х — 20у) (10х + 8џу). 


ф = (х — 20) (5х + 40). 
При х= 2, у= 1 Ф = 0; подобно же, при х = —4, у = 5 Ф=0). 
Пример 2. Ф = 1852 — 24ху + 8/8; здесь р = 94% —4. 18 8=0, 
следовательно, Ф — квадрат (с точностью до постоянного множи- 
теля). Действительно: 


Отсюда: 


о = 9 (3х — 21}, 


$ 69. Пусть теперь форма Ф = (а, 6, с) с дискриминантом П 
неразложима. Мы имели формулу: 


Даф = (2ах +- Бу)? — Ру. (149) 
Различим два случая: 
1) 0 < 0; пусть О = —– А; А > 0; тогда (149) имеет вид. 

Даф = (2ах -- ву)? - Ау?. (149а) 
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Правая часть (а значит, и левая) этого равенства положительна 
при всех целых значениях х, у; следовательно, форма ‹ при вся- 
ких целых значениях х, у имеет всегда один и тот же знак, — 
тот же, что и а (и что ис, ибо а и св этом случае имеют оди- 
наковые знаки). Такая форма называется определенною,— положи- 
тельною при а > 0 и отрицательною при а < 0. 

2) р>0; тогда из (149) имеем: 


при х= б, у = — 2а 4аз = —4ра? < 0; 
при а, ео дао = 4а* > 0. 


Следовательно, такая форма при целых х, у может иметь как 
положительные, так и отрицательные значения. Такая форма назы- 
вается неопределенною. 

Замечание. Разложимые формы — определенные при О = 0 
и неопределенные при Д = 0. 

$ 70. Рассмотрим квадратичную форму вида х? + аџ?, где 
а — целое число; при а> 0 она определенная положительная, 
при а < 0 она неопределенная. Для х и у мы будем давать целые 
значения, причем только такие, чтобы х и ау были взаимно- 
простыми. 

Теорема 98. При ЏО (х, ау) = 1 всякий простой делитель р > 2 


формы х? + ау? должен удовлетворять условию =“) = 41. 
Доказательство. Теорема 98 непссредственно следует из тео- 
ремы 76 в $ 51. Но легко ее доказать и непосредственно: если 
х? -- ау? делится на простое число р> 2, т. е. х? -+ ау? ==0(тоа р), 
то х? == — ау? (тоа р); следовательно, — ау? квадратичный вычет 


числа р, т. е. 
а В ОНЕ н БИК из” ВА 
|=) (2) |= +1, 


что и требовалось доказать. 
Пусть о> 0 и а< р, где р>2 простое; возьмем уравнение: 


х? ау? = р. (150) 


Теорема 99. Если при названных условиях уравнение (150) раз- 
решимо в целых числах х, у, то х и у взаимно-простые (т. е. ре- 
шение х, у — собственное), и это решение единственное. 

Замечание. Очевидно, что вместе с (х, у) решениями урав- 
нения (150) будут также (—х, и), (х, — 0), (—х, —0); эти че- 
тыре решения мы считаем за одно решение. 

Доказательство. Числа х, у, удовлетворяющие уравнению (150), 
очевидно, взаимно-простые, так как иначе они должны были бы 
делиться на р, но тогда х? -- ау? было бы > р. 

Пусть (х, у) и (х, и.) — два решения уравнения (150), т. е. 


хі 4 ау? = р, х3 4- ау = р. (151) 
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Положим сначала а > 1. Умножаем обе части первого уравне- 
ния (151) на уз, а обе части второго — на у; и вычитаем почленно. 


(У — Хил) (Х15 - 01) = р (02 == у). 


Отсюда следует, что или хуу — 501, или х0 | хи делится 
на р; оба эти выражения одновременно не могут делиться на р, 
так как их сумма 2х,у, не делится на р. 

Перемножив почленно равенства (151), найдем: 

(х1 + 20105)? - а (же — хәр)? = р”, (152) 
или: 


(хіх — 010)? -- а (х0 - 01)? = р?. (152а) 


1) Пусть ху — ху, делится на р; тогда из (152) найдем: 
Хуу — 10 = 0 (ибо ведь а > 1), или: 


х1 Хә 
1 > 


Но ведь обе дроби несократимы, следовательно, х, = х, И» = 1. 
2) Пусть теперь ху, +- х0 делится на р; но ху + и > 0 
(ибо мы можем считать ху, Ш, Х›, у, все положительными); следо- 
вательно, 0 - хи! = пр, где п>1; а это по (152а) при а> 1 
невозможно. 
Пусть теперь а = 1, т. е. уравнение (150) имеет вид: 


х 4 у = (153) 


Как и при а> |, мы найдем, что или х0 — 101, ИЛИ жму. - 
-- Хоу делится на р; имеют место и формулы (152), (152а) при 
а = 1. И мы найдем: 

1) при х0 — 5, делящемся на р: му — 10 = 0, № = ль 
У2 == 0; 

2) при х0, + х0, делящемся на р: ху. Б 10 = р. Но тогда 
по (152а): хх — 0105 = 0, есч Е ИЕ НО 


очевидно, что если (х, у) — решение уравнения (153), то и (у, х) 
тоже решение того же уравнения. Такие два решения мы не счи- 
таем различными, т. е. и здесь по существу имеется только одно 


решение. 
Следствие. Если уравнение (150) разрешимо в целых числах, 
то (= а = --1. 


Это следует из теоремы 98, так как для всякого целого реше- 
ния (х, и) х и ау взаимно-простые. 

$ 71. Переходим теперь к решению (в целых числах) уравнения 
(150) для некоторых частных значений а. Для этого выведем сна- 
чала одну общую теорему. По следствию в конце $ 70 необходи- 


т 
мое условие разрешимости уравнения (150) есть (22| = Ает. :6. 
сравнение {== —а (той р) должно иметь решения. "Обозначим че- 
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рез {і то решение, для которого 0 <1< 5. Разложим а в цеп- 
ную дробь: 


РИК И 
р 1 

2 + + 1 

Кя 

8 

< рі 0 рэ 1 Рз--1 і 
и сооозначим: — = ~, = ———, ... — — — Подходящие о- 
91 | 92 а 95+1 р поищи Ар 


би. Всегда найдутся две таких соседних подходящих дроби А 
п 


и 21 иго: 


9п--1 


92 <УР, п-т >Ир. 
Имеем (см. (39), $ 24): 


р дп Рӯдп 9п9п+-1 Г 
Отсюда: 
р. р* р? 
(19, — рр) < —— < 2 = р; 
9 р 


п--1 
(19» — рр) + а < р + а < р + ар = (а + 1) р. 
Раскрывая скобки в левой части, найдем: 


(19, — рри)? - ада = (0° а) 9» + РМ, 


где Л — целое число. Но і? + а делится на р, ибо ведь == 
== — а (тоа р); следовательно, вся левая часть последнего неравен- 
ства делится на р. 
Итак: 
Теорема 100. Если Ё— решение сравнения {==— а (той р), 
причем 0<# < 5, И" 
Фп ТА БЯ 
ную дробь, для которой 49, < Ир, тогда как 9,41 > Ур, то: 
(29, — РР»)? + ад? < (а + Пр, (154) 


причем левая часть этого неравенства делится на р. 
Разберем теперь частные случаи. 
1) а= 1; имеем уравнение (153): х? + у? = р. Необходимое 


1 
— та подходящая дробь разложения 7 в цеп- 


условие его разрешимости в целых числах: (1) 4-1, т.е. ($ 48, 
ГУ) р должно быть вида 4А -|- 1; Е — решение сравнения: 
іё =— | (тоа р). 
Формула (154) принимает здесь вид: 
(191, БВ ррһ)? ар бт < 2р. 
$00 


Но левая часть делится на р и отлична от нуля, следовательно 
она равна р: 


(14. — РР»)? + 9, =р, (155) 


и мы получили снова теорему 42; только теперь доказано, что 
целое решение х, у уравнения (153) — единственное и дан способ, 
как его найти. 
Пример 1. Дано уравнение: х? ++ џ? = 53; здесь Ї = 23; 
і 23 1 


Найдем здесь: 
ри = рз = З, ди = 9з =7 
и по формуле (155): 
хаз 287 98852063 ИТ, 209 45:7 = 91. 


2) а= 2; имеем уравнение: х? -|- 21? = р. Необходимое условие 

—2 —1\/2\ 

его разрешимости в целых числах: т = |1, или: —) = 
р р /\р 
— 2 

= +1; следовательно, оба символа (=) И (>) одного знака, т. е. 

оба равны +1 или оба равны — 1. 

Е | 


Но (1) = (2) = +1, ели р 421-81, а (1) = 


= (2) = —ь ели р= 4+3 = 8-53 ($ 48, ТУ, У); следова- 


тельно, р должно быть вида 8/ + 1 или 8/--3. Это необходимое 
условие для разрешимости в целых числах нашего сравнения; мы 
докажем, что оно и достаточно. Формула (154) дает: 


(42 БЫ рр)? АЕ 27, Б 9р, 
т. е. левая часть (делящаяся на р) равна или р, или 2р. Если 
(44, — рр»)? - 24, = р, то наше уравнение решено. Если же (49, — 


— рр)? -- 292 = 2р, то мы заключаем, что ід, — рр» = 20 четное 
число. Но тогда, сокращая на 2, найдем: 


2 
ди + 20° = р, 
т. е. наше уравнение опять решено: х = д; И = 
Пример 2. Дано уравнение: х? ++ 20? = 43; аа 8/ -- 3, 
следовательно, наше уравнение имеет целочисленное решение, 


Для Е имеем сравнение: #2 == —2 (тоа 43); найдем # = 16 и, разла- 


ао б 1 3 : 
я 7 = В цепную дробь, получим. р, = 1, 9. = З. Далее: 
19, — рр, = 5; 5 + 2. 3? = 43, т. е. решение: х = 5, у = 3. 


) а = 3; наше уравнение: х? -- Зџ? = р. Необходимое условие 
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—3 
его разрешимости в целых числах: (=) = +1. Но (по закону 
взаимности и по $ 48, ТУ) б 
3—1 


ео ст” =) 


2) = +1 при р = 38 + 1, а так как р нечетное, то это равно- 


сильно тому, что р вида 68 -- 1. Докажем, что это условие и до- 
статочно для целочисленной разрешимости нашего уравнения. Фор- 
мула (154) дает: 


(19, — рр)? +- 392 < Ар, 


т. е. левая часть (делящаяся на р) равна р, 2р или Зр. Обозна- 
чим: Ёд, — рр, = №. 

Если А -|- 392 = р, то наше уравнение решено. 

Случай А2 + 342 = 2р невозможен: если А и 9, четные, то А ++ 
-- 39° делится на 4; если жели д, нечетные, то А = д2==1 (той 4) 
($ 34, теорема 52). Но тогда А? ++ 392 == 0 (той 4), а 24 не делится на 4. 

Если А? + 39? = Зр, то отсюда следует, что А делится на 3: 
\ = Зь, следовательно, 9р? -- 342 = 3р; 92 + 32 =р. 

Пример 3. Дано уравнение: х? + Зу? = 37; 37 — вида 6А ++ 1, 
т. е. условие разрешимости в целых числах выполнено. Сравнение 
для Ё: іё== —3 (тоа 37); найдем: Е = 16. Раскладывая 9 в цеп- 
ную дробь, получим: 9, = 2, р, = 1. Далее, /9, — рр, = —5; 
52-3. 22 = 37, следовательно, решение: х = 5, у = 2. 

Итак, мы доказали следующие теоремы: 

Теорема 101. Всякое простое число вида 8№ + 1 или 80 + З 
(и только этих видов) может быть представлено в виде суммы 
квадрата и удвоенного квадрата и только одним образом. 

Теорема 102. Всякое простое число вида б№ -- | (и только этого 
вида) может быть представлено в виде суммы квадрата и утроен- 
ного квадрата и только одним образом. 

Эти теоремы, равно как и теорему 42 ($ 31), высказал Ферма; 
доказал их Эйлер. 

$ 72. Сделаем еще некоторые замечания: 

В формуле (154) мы взяли тот корень Ё сравнения Ё== 


== — а (тоа р), который < 5 . Второй корень этого сравнения (т. е. 
его наименьший положительный вычет): р — > 5 . Мы могли бы 


взять его вместо #. Посмотрим, какой будет цепная дробь для р — ѓ: 
| 
а, а=, " 
. р 1 
а. 
2—1. 
2 9 


где 2 = р | —— 


А | 
если — = —, 
р 2 


— 
аы 


1 
Ер ИН 
2 
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| 
Так как <>, ТО < 


о › 
— і 
Таким образом, разложение = в цепную дробь имеет на одно 


А о Б 
звено больше, чем разложение ге г-й частный знаменатель раз- 


РЕР { еэ [2 
ложения = тот же, что (е — 1)-й частный знаменатель разло- 


{ © 
жения = при Е > 3. Что касается подходящих дробей, если обо- 


[ ; 
значить через К-ю подходящую разложения >› а через ЕА 
К 


— { 
-ю подходящую дробь разложения = ‚ то легко проверить, что: 


рал — р; ра +1 == 9. — р, (при А > 1). 


При обозначениях теоремы 100 ($ 71) мы имеем: 
п+1 < үр < 9+2» 


ГА , ГА ГА 
(2—1) дп +1 — Рра+а = — ча + Р (9+1 — Ри) = — 9, + рр, = 
= — (19, — рр,); следовательно, левая часть формулы (154) не 
изменится, если вместо корня {і возьмем корень р— Е, т. е. и вся 
формула (154) останется верной. Таким образом, в разобранных 
в $ 71 случаях, когда а = 1, 2, 3, мы можем найти единственное 
решение уравнения (150), взяв вместо корня # корень р— &. 
$ 73. Поставим теперь вопрос о разрешимости в целых числах 
уравнения 
х? - у? = т, (156) 


где т — составное нечетное число. Из теоремы 98 заключаем, что 
всякий простой делитель р числа т должен удовлетворять усло- 


вию: = = |, т.е. быть вида 4 |. Это условие необходимо 


для разрешимости в целых числах уравнения (156). 
Докажем, что оно и достаточно. Если оно выполнено, то из 
$ 97 следует, что сравнение 


12 == — 1 (той т) (157) 


имеет решения; число всех различных решений по модулю т 
есть 27, где р — число различных простых делителей числа т. 

Но если не считать существенно различными решения вида 
Ги —і== т — і, то мы скажем, что число существенно различных 
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решений сравнения (157) есть 2°, Раскладывая 2. (где { — одно 
из решений (157)) в цепную дробь и обозначая и здесь через 
_ ту подходящую дробь, для которой 9, <И т, тогда как 9,4; > 
> Ит, мы и здесь выведем формулу (155), где только вместо 
р — составное число т. 

(19, — тр»)? + 9% = т. 
А это и дает решение уравнения (156). 

Пример 1. Дано уравнение х? + и? = 1369. Условие для его 
разрешимости в целых числах выполнено, так как 1369 = 372, 
а 37 — вида 4^ + 1. Решаем сравнение #2== — 1 (тоа 1369), а для 
этого по способу, изложенному в $ 54, решим сравнение 
рё == — | (тоа 37); получим 6 = 6. Теперь берем: 

(6-0 —1)* = 35 + 12у —1, 
решаем сравнение 35и == —1| (тоа 1369); получим: и == 352. После 


этого найдем: 
== 352 . |2 = 4224 == 117. 


в цепную дробь: 
117 1 


Разложим г 
1369 


Вычисляя подходящие дроби, найдем: 9, = 35, р, =3. Далее, 
найдем: 
9 „ — тр, = 12; следовательно, наше решение: 
102.09: 


Действительно: 122 4- 35? = 37? = 1369. 

Пример 2. Дано уравнение ж? -{ /? = 1105. Условие для его 
разрешимости в целых числах выполнено, так как 1105 =5.13. 17, 
а все эти простые множители вида 4-1. Решаем сравнение 


12 == — 1 (тоа 1105), (*) 
которое сводится к системе ($ 57) Ё == — 1 (тоа 5), Ё ==—1 (тоа 13), 
12 = — | (тоа 17). Решения этих сравнений: 


і == 4-2 (тоа 5), #==--5 (той 13), #==-54 (тоа 17). 


Комбинируя их всевозможными способами друг с другом, най- 
дем восемь решений сравнения (*): 


+268, +463, +47, +242. 
Существенно различных решений четыре, а именно: 268, 463, 
47, 242 (здесь р = 3, следовательно, 4 = 2073). 
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25 = (0, 4, 8, 8, 4); 9„ = 33, р,= 8; 
19 „— тр, = 4; следовательно, одно решение: х = 4, у = 33. 

2) При 2 = 463 найдем: 2% = (0, 2, 2, 1, 1, 2, 2,1, 1,2, 2); 
д. = 31, р, = 13; ід, —– тр, = 12; следовательно, второе решение: 
о 0 2201 

3) При #= 47 найдем: 


1) Берем { = 268; находим: 


47 , 
тов = (0, 23, 1, 1, 23); 9, = 24, 
р, = 1; 19, — тр, = 23; следовательно, третье решение: х = 23, 
у = 24 

4) При [= 242 найдем: 25 = (0, 4, 1, 1, 3,3, 1, 1, 4); 9, = 
= 32, р, =7; 19, — тр, =9; следовательно, четвертое решение: 


Можно было бы доказать и в общем случае, что найденные 
2—1 (в нашем случае 4) решений различны и иных решений не 
существует. 

Итак: 

Теорема 103. Нечетное число т > 0 тогда и только тогда соб- 
ственно представляется в виде суммы двух взаимно-простых квад- 
ратов, когда оно делится только на простые числа вида Ак + |. 
Если р — число различных таких простых делителей т, то число 
различных представлений т в виде суммы двух квадратов 
есть 22-1. 

Рассмотрим теперь уравнение (156) при четном т. Пусть оно 
имеет собственное решение (т. е. х и и— взаимно-простые); в та- 
ком случае х и у оба нечетны. По теореме 52, $ 34 имеем: х? == 
== у? == | (тоа 8), т == х? - и? ==2 (тоа 8), т. е. т вида 2т, где 
ту вида 40 + 1, т.е. в виде суммы двух взаимно-простых квадра- 
тов могут быть представлены только числа, не делящиеся на 4. 
Далее, очевидно, что при 

2ту = х? + у? 
мы получим: 


т. е. и нечетное число т; представляется в виде суммы двух 
квадратов, а для этого оно должно удовлетворять условию тео- 
ремы 103. Обратно, если: 
ту = и? + 0?, 
то 
2т, = (и + 0)? + (и — 5). 


Очевидно, что различным представлениям числа т; соответ- 
ствуют и различные представления числа 2т;; и обратно. 

Итак: 

Теорема 104. Четное число тогда и только тогда собственпо 
представляется в виде суммы двух квадратов, когда оно вида 2т, 
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где т — нечетное число, делящееся на простые числа только вида 
4к + 1. Число различных представлений числа 2т — то же, что 
и числа т. 

Пример. Имеем: 61 = 5? - 62; отсюда: 122 = (6 + 5)? + (6 — 
— 5)? = 11? 4 12. 

$ 74. Те сведения из теории чисел, которые излагались в пер- 
вых пяти главах этой книги, принадлежат к так называемой 
«мультипликативной» теории чисел *), ибо за основное действие 
над числами там берется умножение (а также деление, как дей- 
ствие, обратное к умножению), и большинство теорем относится 
к делимости чисел, — к представлению чисел в виде произведений. 
Вся теория сравнений по существу рассматривает только более 
сложные случаи делимости. 

В настоящей же, шестой главе рассматриваются представления 
чисел в виде сумм, т. е. основную роль здесь играет действие 
сложения; эти вопросы относятся к так называемой «аддитивной» 
теории чисел **). Эта область теории чисел более сложна и не так 
закончена, как мультипликативная теория чисел. Конечно, обе 
области тесно связаны между собой и много теорем относятся 
одинаково как к той, так и к другой. 

Докажем еще одну важную теорему, относящуюся к аддитив- 
ной теории чисел. Эта теорема тоже принадлежит Ферма. 

Теорема 105. Всякое натуральное число может быть представ- 
лено как сумма четырех квадратов. 

Доказательство. Возьмем следующее тождество: 


с —а а — (а4— 6с) | 
а с аа — Бс ас +в'а |’ 


а —в 
ГА , 
р а 
или иначе: 


(аа' + 66’) (сс + аа’) = (ас + ва) (ас ББ) + 
| (@а’ — Бс’) ("а — Б'с). (158) 


Положим здесь: 


йд; а = 0, — 108; 


а = ха; 6 = х | 3; С = уо — у. —1 
= И НЙ; 4’ = уь + Из. 


а’ = Хо іХ; 6’ и Хо — (4; С 
В таком случае: 
аа! = хо + х1, 66’ = х5 | Хз, сс’ = ур - у 44’ = уз - №, 
и формула (158) принимает вид: 
(хх 4) (и 0408) = 28 2 28 Ч 28, (159) 


где: 20 = Хууд + А А №55 1 Хз Из 5 21 = Хор — Хо Г Хз — Хз; 
22 = Хоуз — Ху -- ХзУ1 — №193; 2з == Хоз — Хз -- 192 — №91; 
ас -- 64 = 20 — #21; а’с’ о’ а’ = 20 4 #21; 
аа’ — Бс = 2, — 123; аа— 6'’с = 20 + 123. 


*) От латинского слова тиШрИсаНо — умножение. 
**) От латинского слова а4а 10 — сложение. 
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Формула (159) непосредственно обобщается на произведение не- 
скольких сумм четырех квадратов. 

Итак: 

Лемма. Произведение нескольких сумм четырех квадратов тоже 
представляется как сумма четырех квадратов. 

Отсюда следует, что достаточно доказать теорему 105 для про- 
стого числа р. 

При р=2 имеем: 2 = 12 + 1? 4+ 0? + 0°. 

Пусть р> 2, т. е. простое нечетное число. Рассмотрим два 


случая: 
1) р вида 42 +4- 3, т. е. —1 = р —– 1 квадратичный невычет 
числа р. В таком случае в ряду 1, 2, 3, ..., р — 1 обязательно 


встретятся два соседних числа а и а + 1 таких, что а — квадра- 
тичный вычет, а а + 1 — невычет числа р (ибо ведь первое число 1— 
вычет, а последнее р — 1 — невычет). Но тогда (—1) (а + 1) = —а—1— 
квадратичный вычет (как произведение двух невычетов). Следова- 
тельно, существуют такие целые числа х, у, что: 


х == а (тоа р), у?== —– а — 1 (тоа р), 
причем 0<х< 5, 0<5<5. 
Складывая почленно эти два сравнения, получим: 
х + у? -- 1 ==0 (тоа р), 


©. 
х? у! = рд. 
При этом: 
==? 2 2004618 9 а= 


ибо р2 З. Отсюда: 
ен р 
9 = 9 , 9 а р. А 
2) Пусть теперь р вида 4р -- 1, т. е. — і квадратичный вычет 
числа р; следовательно, существует такое целое положительное 
число х < Е: что х? == — 1 (тоа р); 


р 1} р — 2р +5 _ 29? р 
или: х? 1 = рд | к) = 205 5 


т. е. и здесь п. 

Итак, в случае 1) ра = 0° -+ х? - 1? + 1; в случае 2) рӯ = 0*-- 
0° х?-- 1; в обоих случаях дӯ < 5. 

Если 9 = 1, то теорема 105 для числа р доказана. 

Пусть 9 2> 1; рӯ = хо 1 х1 + А + р, Хо, Ха, Хә, Хз — взаимно- 
простые (ибо и в случае первом и в случае втором, как мы видели, 


один из квадратов = 1). Возьмем за уо, 11, И», Уз абсолютно-наи- 
меньшие вычеты чисел хо, х1, Хо, Хз по модулю а, т.е. ул == х (тоа 9), 
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з 3 
1 <р 0=0, 1,2, 3). Тогда: У = Ум (той 9), или: 
З 
№ и = ра == О(тоа 4); следовательно: 
А=0 
У № = 47; но 2 А4 (4 = 0?, т. е. < 0?, г 0. 
20 =0 


Если г = 9, то каждое ух должно быть равно своему наиболь- 
шему значению, т. е. 5; но тогда, значит, каждое х == ил = 


= 9 ==0 той +. ‚ т. е. каждое х, делится на 4. Но ведь все хх 
9 2 


взаимно-простые, следовательно, а 1, ее Следовательно, 


рема 52). Но тогда ыы ж==4==0 (той 4), т. Ф: хх = ра = 


== 2р== 0 (той 4), а это неверно, так как р — нечетное. Следова- 
тельно, г < д. 

Из чисел х, ух составляем числа 2, так, чтобы было согласно 
доказанной лемме: 


З 
2 
У № 
х0 
Но рсе числа г», делятся на 4, так как: 


20 == % + и + 08 + уз = 97 0 (той д), 
21 == уо — уо А УзУз — Уз/› == О (то 9) 
и подобно же 2, и 2.. 
Пусть 0 (2%, 21, 22, 2з) = 94; 2 = дах» а №. 


З З 
= №2 гл = рд + 97 = рф. 


О (хо, ху, 65, 55) = 1. 
Тогда: 
а. 25 3. ав М 
П а рак; „0 = 5 
х0 вт 
рг делится на 4, но г<9 < 5 ‚ значит, 425 рг< р?, й < р. 


Так как р простое, то 4 — взаимно-простое с р; следовательно, 
г делится на 4?: 


Г , 

д =9 < 9; 
З „2 
Х=0 
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Если 4’ = 1, то теорема 105 доказана. Если 9’>1, то, рас- 
суждая так же, найдем: 
А ГРА 7 
У х = рд 
А0 


=== 


и т. д. Но ряд убывающих натуральных чисел д> 9'> ў > ... 
конечен, т. е. после конечного числа таких шагов мы предста- 
вим р в виде суммы четырех квадратов. Теорема 105, таким обра- 
зом, доказана. 

УПРАЖНЕНИЯ 


112. Найти, разложимы ли формы: а) (4, 5, —9); б) (12, —4, 
—5); в) (2, 1, —3); г) (3, 10, 3); д) (25, —70, 49) и в случае 
разложимости разложить формы на линейные множители ($ 68). 

Ответ. а) (4х + 9) (х — и); б) (2х - џ) (бх — 50); 

в) (2х -- Зу) (х — и); г) (3х - 9) (х + 35); д) (5х — 7). 

113. Найти, при каких целых значениях х, у обращаются в 

нуль формы: а) (4, 5, —9); 6) (1, 8, 7): в) (2, 5, —8) ($ 68). 


Ответ. а) при х= у и при х= 9, у= — 4, где #— про- 
извольное целое число; б) при х = —у и при х = —7у; в) только 
при х= у = 0. 


114. Представить в виде суммы двух квадратов числа: а) 97; 
б) 113; в) 157; г) 233 ($ 71). 

Ответ. а) 42-1 9; б) 7? + 82; в) 6° + 112; г) 8? - 132. 

115. Представить в виде суммы квадрата и удвоенного квад- 
рата числа: а) 41; 6) 131; в) 193; г) 267 ($ 71). 

Ответ. а) 3+2. 42; 6) 9 -2.5; в) 11% +2. 6°; 
г) 132 4-2. 72. 

116. Представить в виде суммы квадрата и утроенного квад- 
рата числа: а) 43; 6) 151; в) 157; г) 307 ($ 71). 

Ответ. а) 424-3. 32; б) 224-3 · 72; в) 72 4-3 · 62; г) 824-3 . 9. 

117. Решить в целых числах уравнение х? + у? = т, где т = 
а) 841; 6) 3721; в) 5329; г) 2197; д) 625 ($ 73). 

Ответ. а) 20; 21; 6) 11; 60; в) 48; 55; г) 9; 46; д) 15; 20. 

118. Решить в целых числах уравнение х? -{ 0? = т?, где т= 
а) 305; 6) 377; в) 629; г) 697 ($ 73). 

Ответ. а) 4,17; 7,16; б) 4,19; 11,16; в) 2,25; 10,23; г) 11,24;. 
16,21. 

119. Решить в целых числах уравнение х? ++ у? = 1885 ($ 73). 

Ответ. Четыре решения: 6,43; 11,42; 21,38; 27,34. 

120. Эмпирическим путем представить в виде суммы четырех 
квадратов числа: 126, 374, 593, 1000 (6 74). 


ГЛАВА УП 


РАБОТЫ ПО ТЕОРИИ ЧИСЕЛ РУССКИХ 
И СОВЕТСКИХ МАТЕМАТИКОВ 


$ 75. Теория чисел еще в дореволюционной России стояла 
очень высоко. Исследования русских математиков по теории чисел 
и результаты, ими полученные, были первостепенной важности. 
Можно сказать, что в нашей стране теория чисел впервые офор- 
милась (в трудах Эйлера) как наука; в нашей же стране получили 
свое начало и отдельные отрасли теории чисел — аналитическая, 
алгебраическая и геометрическая. В Советском Союзе теория чисел 
развилась еще больше; появилась и новая ее отрасль — теория 
трансцендентных чисел. 

В настоящей главе мы изложим вкратце главнейшие результаты в 
теории чисел, которые были найдены русскими математиками в доре- 
волюционное время и советскими математиками. Несколько подробнее 
мы остановимся на исследованиях в теории чисел П. Л. Чебышева. 

Начнем наш обзор с трудов Эйлера по теории чисел. Имя 
Эйлера встречалось уже в предыдущих главах этой книги в связи 
с важнейшими теоремами и задачами. 

Леонард Эйлер (1707—1783), самый гениальный математик 
ХУПГ столетия, большую часть своей жизни прожил в нашей 
стране, был членом Петербургской Академии наук, печатал свои 
многочисленные научные труды в изданиях нашей Академии; он 
действительно является основоположником теории чисел. Из 756 
работ Эйлера, относящихся ко всем отраслям математики и ее 
приложений, около сотни относятся к теории чисел. Эти работы 
Эйлера были переизданы в 1849 г. в двух томах под заглавием 
«Соттепќѓаііопеѕ аг{ртейсае соПефае» («Собранные арифмети- 
ческие сочинения») на латинском языке, на котором и писал Эйлер. 

Содержание этих работ весьма разнообразно. Многие из них 
посвящены решению в целых числах неопределенных уравнений 
2-й, 3-й и 4-й степени. В частности, рассмотренные нами в гл. У] 
теоремы о представлении чисел в виде сумм двух квадратов, или 
квадрата и удвоенного квадрата, или квадрата и утроенного 
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квадрата доказаны Эйлером (высказаны эти теоремы были Ферма 
в ХҮП ст.) 


Ряд работ Эйлера посвящен простым числам. Эйлер опроверг 


предположение Ферма о том, что все числа вида 2%" 4- | (при 
натуральном п) простые, доказав, что уже при п = 5 число 


22 + 1 делится на 641. Эйлер ввел числовую функцию, названную 
его именем и обозначаемую через Ф (т). Мы рассматривали ее в 
гл. ПІ, там же была изложена и так называемая малая теорема 
Ферма, обобщенная и доказанная Эйлером. Эйлер дал решение 
в целых числах так называемого уравнения Пелля: ах? - 1 = џ?. 

Попутно он дал разложение квадратного корня в цепную дробь 
и ввел функции, известные под именем «скобок Эйлера» (мы их 
рассматривали в гл. 1). 

Целый ряд работ Эйлера посвящен теории квадратичных вы- 
четов простого числа. Он дал критерий для квадратичных вычетов 
(так называемый «критерий Эйлера» — см. гл. ІУ, $ 47), теоремы 
о произведении квадратичных вычетов и невычетов, правила сво- 
дящиеся к формулам для (=) А (2), наконец, он первый высказал 


р 
(но не доказал) знаменитый квадратичный закон взаимности. 


Понятия о первообразных корнях и об индексах тоже даны 
Эйлером (см. гл. У). 

Эйлер доказал невозможность рациональных решений уравне- 
ний ХЗ -|- 08 = 23, Му = 2? и др. (это — частные случаи так 
называемой великой теоремы Ферма о том, что уравнение 
х" - у" = 2" при натуральном п > 2 не имеет целых решений). 

Наконец, Эйлер первый начал применять методы анализа в 
исследованиях по теории чисел, и в этом смысле он является осно- 
воположником так называемой аналитической теории чисел. Так, 
в гл. |, $$ 12, 13 мы привели доказательство Эйлера теоремы о 
бесконечности множества простых чисел и вывели формулу Эйлера 
(в $ 13, теорема 24). Аналитические методы Эйлер применяет и в 
ры местах, например, при выводе интересной формулы: 


= [ео [#2 5) от (0019) + 


+ | (0 15) — | (0 22) — ... (160) 
где јл означает сумму всех делителей числа й (см. $ 17), а вычи- 
таемые 1, 2, 5, 7, 12, 15, ... содержатся в формуле —— причем 


многочлен правой части ве когда п — х становится < 0. 
Считается |0 Е 
Например: 
| 20 = {194 | 18— |15 — (13+ {8+ (5 = 42. 
Следует отметить еще большое количество разнообразных инте- 


ресных таблиц, встречающихся в различных работах Эйлера по 
теории чисел. 
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$ 76. Пафнутий Львович Чебышев (1821—1894) — величайший 
математик ХІХ столетия, учился в Московском университете, в 
1847 г. переехал в Петербург, был профессором Петербургского 
университета, а с 1859 г.— ординарным академиком. Он имеет 
важные работы во многих областях математики и ее приложений — 
в теории чисел, в теории вероятностей, в анализе, — является соз- 
дателем новой отрасли математики — теории апроксимации или наи- 
лучшего приближения функций. 

В 1849 г. вышла докторская диссертация Чебышева «Теория 
сравнений»; в своей основной части (первые шесть глав) это учеб- 
ник элементарного курса теории чисел. Но весьма ценны ее послед- 
ние главы (7-ая и 8-а) и дополнения, где изложены результаты 
исследований самого Чебышева. Последнее (3-е) дополнение: «Об 
определении числа простых чисел, не превосходящих данной вели- 
чины», —представляет собой отдельную научную монографию. Оста- 
новимся на нем подробнее. 

Заметим, что во 2-м издании своей «Теории чисел» (Тһёогіе 
аӢеѕ потЬгез», 1808 г.) Лежандр (во 2-м томе, 4-й части, $ 8) при- 
водит формулу, которая с достаточно большой точностью дает 
число простых чисел, находящихся между единицей и данным пре- 
делом х, именно: 

х 
У = шх— 1,08366° (161) 

Далее, Лежандр проверяет эту формулу на таблицах простых 
чисел от 10000 до 106 и находит довольно хорошее совпадение 
значения у в (161) с числом простых чисел, меньших х. . Таким 
образом, Лежандр не доказывает формулы (161), а только эмпи- 
рически ее проверяет. Чебышев в вышеуказанном «дополнении» 
к «теории сравнений» доказал, что формула (161) неверна. 

Мы изложим подробно исследования Чебышева. 

Теорема 1. Если Ф (х) означает число простых чисел, меньших 
чем х, п — любое натуральное число, р > 0, то функция 


у | | ших *) 


м т ве 


(162) 


ах 


при р, стремящемся к нулю, стремится к конечному пределу. 
Доказательство. Докажем сначала, что при р—+0 все производ- 


ные выражений: 1 1 
У тії р ) 


п Ум (1), (164) 
Ун) уз 09 


*) |ппх означает (ш х)". 
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по р стремятся к конечным пределам. Здесь при суммировании т 
пробегает все натуральные числа от 2 до оо, а в — все простые 
числа от 2 о. со. 


Имеем: 


Е У! ет (т пробегает целые числа от 2 до оо). 


е х ба 
Отсюда: | т х ах -У | с" ах. 
0 0 


со 


и 1 А 
Но \е а= ЕЕ ех? ах (что получится если положить 
0 
тх = 2), 
следовательно, •=, оо 
— (еа 166 
а ах == т " е*ҳР ах. ( ) 
0 0 
Далее 
1 ё 
јене ах = — ех? ах; (167) 


р. 
0 0 


это получается, если применить формулу интегрирования по частям, 


Еу ти 1+р (ў = х? 
ПОЛОЖИВ Ц = е 0 = х х, следовательно, 0 = р и приняв 


оо 


во внимание, что АА! = 0. 
Вычитаем к равенства (166) и (167); получаем 


] | 
2 2 |е--хх0 
(= 1) хх’ ах 
0 
ет ЕЕ, 168 
| ед? ах 
о 
Из (168) видно, что производная п-го порядка по р от выра- 
жения (163) выражается дробью, у которой знаменатель есть 


оо п+1 
| ех? 4х А 
0 
а числитель — целая функция интегралов р т е“? ах, 
0 
— — еж 1п хах, ... — х? 1п"х ах, |е хжах 
ех — | х х 
0 0 0 
| ех? п хах, ... | ех? |п" х ах. 
о 0 
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Эта дробь при р 0 стремится к конечному пределу, так как 
знаменатель ее стремится к единице, а интегралы в числителе при 
р —+0О остаются конечными и непрерывными. 

Переходим к выражению (164). Имеем по формуле Эйлера 
(см. $ 13, теорему 24): 


логарифмируем обе части: 


Ун) 


прибавляем к обеим частям 1пр: 


мым а а) |= 


Левая часть этого равенства и есть выражение (164). Это ра- 
венство показывает, что производные по р выражения (164) выра- 
жаются конечным числом дробей с знаменателями: 


| ] 
| +р + ОХ Бг. 1 ‚ (п — натуральное), 
а числители этих дробей — целые функции от о, от выражения (163) 
и от его производных по р. Но мы доказали, что выражение (163) 
и его производные по р при р —0 стремятся к конечным пределам, 


в частности: 
, 1 ] 
іт |1 о. = 1. 
і | Р Рив ъ Р 
Отсюда следует, что и выражение (164) и все его производные 


стремятся к конечным пределам при р — 0 
Переходим к выражению (165); его первая производная по р: 


\! 1 Ши. 
24% |? 


ди {А 28 


его высшие производные выразятся конечным числом членов вида: 
1 по р, 1 


2-20 | 29)" 
&== |! СИЕ Ьех ғ а) 
и 
ште а +е 


где р, г, $ не < 0. Но все эти члены при р> 0 и при р=0 

имеют конечную величину, так как под знаком суммы — выражение, 
] 

бесконечно-малое относительно тг не ниже 2-го порядка. Следова- 


тельно, при р-+0О эти выражения стремятся к конечным пределам. 
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Таким образом, доказано, что производные выражений (163), 
(164), (165) при р — 0 стремятся к конечным пределам. 
Следовательно, стремится к конечному пределу и выражение: 


е | 1 
„(590-95 2 
—— Аш 

ар" 


] 
Уе) 


а -- 
:( в Е 
Е ин" 
которое после упрощений принимает вид: 
Іа" р 10" —1/п 
ууна ә 


Но выражение (162) равно разности выражений: 


Е [п” х пп 
Уне 0) е0) = У 


и 
х=2 


1—1 х __ 117—207 
+ — тар 
х=2 
т. е. выражению (169) со знаком --. Таким образом, и выражение 
(162) при р — 0 стремится к конечному пределу, и значит, теорема 1 


доказана. 
Имеем далее: 


9 
х+1 
48 1 1 Га (1 во 


Іа х | ах Шх ШО ахі ( 0), 
х 


где 0 < 60 < 1. Это выражение при х э оо — бесконечно малая 1-го 
] 

порядка относительно — ; следовательно, выражение 
х 


х+1 
1 __ ах [пп х 
Іа х ах | хе 
х 


1 
при х э оо есть бесконечно малая порядка 2 -|- р относительно 7 


оо х+ъ1 
о «мя 
ах 1) Шх| д 
х 


х=2 


и сумма 


конечна. Сложив ее с выражением (162), получим: 
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Следствие. Выражение: 


\ ах | штх 
е0 1) — 09 | 1 908 (170) 
х=2 х 


при р, стремящемся к нулю, стремится к конечному пределу. 

$ 77. Теорема И. От х = 2 до х = оо функция $ (х), означаю- 
щая число простых чисел, меньших х, удовлетворяет бесконечное 
множество раз и неравенству 


х 
ах ах 
р. 
"И неравенству 
"бх а 
во) | А (171а) 


2 
при каком угодно малом а и при каком угодно большом нату- 
ральном п. 

Доказательство. Мы докажем теорему для неравенства (171а); 
для неравенства (171) она доказывается аналогично. 

Допустим противное, т. е. что неравенству (171а) удовлетво- 
ряет конечное число чисел х. Пусть а — целое число такое, что 
а> е" и больше наибольшего значения х, удовлетворяющего не- 
равенству (171а). В таком случае при х > а будет: 

| ах 
ах 
еб) 2 | пех! (172) 
2 
из а > е" следует: Іп х > п. Следовательно, 


х 
ах ах д 
2 
Но в таком случае, как мы докажем, выражение (170) при 
р —• 0 беспредельно возрастает, тогда как мы доказали, что оно 
стремится к конечному пределу. 
Выражение (170) можно написать в виде 


8 х+1 
А а Іп" 
Пт У [ве )—#00— | а с (170а) 
х=2 х 


Предполагая, что $ > а, выражение справа от знака ка 
можно представить в виде 


$ х+1 Е 
с+ У |0 0 | АЕ (173) 


Х=а+1 


х 
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где 
а 


х--1 
а е 
с- Уз 0909 а, 


х= 2 х 


С — имеет конечное значение и при р> 0 и при р = 0. 
К выражению (173) мы применим следующую формулу, кото- 
рую легко проверить: 


8 8 
У и (Она зы 0) 55 НО — МНаОа--1 — У ох (и, 9 и). 
х=а-1 Х=а--1 


Положим: 


У 
4х _ Шшх 
пх: ОР 


в таком случае выражение ( в преобразуется в о 


а--1 8+1 
~ ‚а іп? , Е 
с 6+0 а аво) ее 


Іа х т Ў 
, " (173а) 
\ Г [ах _ и 
х п" х — 
2 У 00) — ах | | аже (= х— ПЕ 
х=а--1 2 } 


Имеем: 


р Е 117 х 
Рт и [Е (1+ 2 х2+Ь “ 
Применяя теорему о среднем значении Лагранжа, найдем: 
пих "(Ш п Іа" (х — 0) 
= тр |= |+ по | 


хіт? (х — 1)17? (х — 0)2+Р 


где 00 < 1; 0, конечно, зависит от х. И выражение (173а) 
примет вид: 


а+1 Я | 51-1 ТА 
С и п'* 5 


А Р п" (х — 0) 
\ \ ах п 
и У |+о- н а а (6) з 


Х= =), 
Обозначив дза первых члена этого выражения через Ё и за- 
мечая, что по (172а) третий его член > 0, мы заключаем, что все 
выражение 2786 больше, чем: 


7 | п ап (х — 6) 
ғ+\ СЕСЕ в |655. (174) 


х=а +1 


| (17936) 


2 


) 
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Из тех же неравенств (172а) заключаем, что функция, стоящая 


под знаком суммы в (174), в пределах суммирования положительна; 
и, кроме того, 


Гере Іп = 92 а= ей 
так как р> 0, л=а--1, 0<1. Далее: 
( — 0 
вр, (175) 
2 
ибо по первому неравенству (172а) левая часть (175) не меньше 
ах 
——. Но 
Іа" х ° 


ах а (х — 0) 
ап х7 109 (х — 0)' 


что следует из того, что функция 
как ее производная 


ах 
Бъ, Возрастает вместе с х, так 


а п 
исра > 0 


(по второму неравенству (172а)). Итак выражение (174) больше, 


чем: 
а (х — 6) Іп" (х — 6). 
Р + У 09 (| в) (х 0)2+2` 


х=а-1 


Упростив это выражение, получим: 


п < 1 
Ра (1. Мт 
Х=а +1 


а это — больше, чем 


+118) рз 5: 


ДЛЯ 5 == оо это будет: 


+811) У ==. (176) 


Х=а-1 


Но аналогично формуле (166) легко вывести, что 


со 
е-ах | 0 
— о 65 т.109 = ЇХ. 
те = У ын }• - 


тТ=а-1 
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Следовательно, выражение (176) представляется в виде: 


| е" Рах 
ех — ] 
п \© 
Е -|- ед (1 6 т. па 
| е-=х?х 
0 


Но при р 0 это выражение беспредельно возрастает, так как 
интеграл в знаменателе стремится к |, а интеграл в числителе 
беспредельно возрастает. 

Отсюда следует, что и выражение (170) при р — 0 беспредельно 
возрастает, а это противоречит теореме |. Таким образом, теоре- 
ма П доказана. 


$ 78. Теорема Ш. Выражение — шх при х-+с не может 


Ф (х) 
иметь пределом количество, отличное от — І. 


Доказательство. Пусть І = Ит |5 — Іп х] ; тогда при доста- 
точно большом х > № будем иметь: 
х 
ЗЕ а 77 
1. а шх<Ё-е (177) 


при как угодно малом є > 0. 

Но по теореме 11 неравенства (171) и (171а) удовлетворяются 
при бесчисленном множестве значений х, а следовательно, и при 
некоторых (бесчисленном множестве) значениях х > М. Для таких 
значений (177) дает: 

—шШх>Ё— 5; 


—1пх< 1 + е. 


х 


ах ах 
| ШТ 108 х 


5 
а 
х ах 
х — (Іп х — 1) мы 
р 


Отсюда получим: 
1 <—— 
Ср. 26 
ах 10" х 
2 


х 
ах 
он) 


2 


АА, 


+ $; 
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Из этих неравенств видно, что |/ + 1| не превссходит абсо- 
лютной величины одного из выражений: 
х 


Ах — ах 
х — (пх— 1) Е РЗ. 
= - е. (178) 
‚Е: 
тъ 


Но є может быть взято каким угодно малым; что же касается 
дроби в выражении (178), то при х оо она стремится к нулю. 
Мы найдем это, продифференцировав отдельно числитель и знаме- 
натель и найдя (по правилу Лопиталя) предел отношения полу- 
ченных производных. Но производная знаменателя: 


Пение, е па 
ео 


а производная числителя: 


х 
1 ах — ах Т: г па 
г |за т (п (5 ыы) = 


а — Па 5 52: 19 па 
И Я ое о аре 
| 1 ах 57. 200 па 
ЕЕ т. 
р. 


Берем отношение производной числителя к производной знамена- 
теля: 


х 
1 а х ах а = па __ Па 
| Шри Гута 
ЮЗРРЕМИЕН Ы. ИИН РЕБОЖТЕРЕНЕРИБЕТЕНИЫКАТВИЕЬБЕЕИ (179) 
_ а па 


+ 


Е: ТОГЕ 28 
101—1 х х |09 х 


При х-э» оо знаменатель полученной дроби стремится к 1; 
в числителе же 3-й, 4-й и 5-й члены стремятся к нулю. Что ка- 
сается выражения: 


х х 

шх ( ах = ах. х 
х шх | ахах! 

р. 

то для нахождения его предела при хэ оо применим снова пра- 
вило Лопиталя: 


ТЕЧЕ Е )=1 
соот ВР ахі ах" Их {ро Мах" 
р 
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Итак, предел дроби (179) при х ~ оо равен нулю. 

Таким образом, получаем, что |2 -1| может быть сделано 
каким угодно малым при достаточно большом х; а так как / + | 
не зависит от х, то заключаем, что [- 1 = 0, [ = — 1, и тео- 
рема ПІ доказана. 

Доказанная теорема опровергает формулу Лежандра (см. (161)), 
по которой при больших значениях х можно принять; 


(0) = тту 108966 
Ф (0) == ;— 108366 › 
откуда: 


— шх = — 1,08366. 
Ф 55 


Таков и предел этого выражения при х +оо, а по теореме ІІІ 
этот предел, если он существует, должен быть равен — 1. 
Но существующие таблицы простых чисел слишком малы, чтобы 


х 
ах 
усмотреть из них превосходство формулы Чебышева 2 перед 


формулой Лежандра (161). Оба эти выражения в пределах суще- 
ствующих таблиц мало разнятся друг от друга. Но разность: 


х 

ах 

БУ — 085 08366 _ Іп х 
5 


(1,08366) 
имеет минимум при х = е 008366 => |247689; при дальнейшем воз- 
растании эта разность беспредельно возрастает. 

В конце рассматриваемой работы Чебышев исправляет две 
формулы, которые при применении предположения Лежандра 
имели неправильный вид. Именно: 


1 1 ] 1 | | 
= ++Е+НЯЖИТ... +т=С+Шх 
(а не С + Ш (1а х — 0,08366)); 


1 | 1 | 1 Со 
1-5) 1—1) (1-1 (1-4 но (1—1) = @ 
(а не узв) 

Іп х — 0,08366 / * 


Здесь С и С, — определенные постоянные, не зависящие от х. 

$ 79. Упомянем теперь о других работах Чебышева по теории 
чисел. 

В работе «О простых числах» (1850 г.) Чебышев вводит и исследует 


арифметическую функцию 0(х) = 2211р (сумма берется по всем 


простым числам р < х). При помощи этой функции он доказывает 
постулат Бертрана (мы о нем упоминали в $ 14): «при а > 3 между 
а и 2а— 2 находится по крайней мере одно простое число». 
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Чебышев доказывает его для чисел а> 160; при а= 160 этот 
постулат проверяется непосредственно. 

В этой же работе доказывается и следующая теорема: «Если 
при достаточно большом х функция Ё (х) положительна, то не- 


обходимое и достаточное условие сходимости ряда УЕ (р) (где р 
р 


Е (т 
пробегает все простые числа) есть сходимость ряда У 09 (т про- 
т==2 


бегает все натуральные числа, начиная с 2)». 


Таким образом, например, получается, что ряд Ут расходя- 
р 
р 


щийся, тогда как ряд сходящийся. 


| 
= р пр 
р 
Е. Ландау заметил, что из результатов Чебышева получается 
более общая теорема, чем постулат Бертрана, а именно: «При 


= > = между хи (1 =) х находится, начиная с определенного х, 


по крайней мере одно простое число; начиная с определенного 
(большего) х,— по крайней мере два простых числа и т. д.; на- 
чиная с определенного х‚,— по крайней мере 9 простых чисел при 
произвольном натуральном 9. Отсюда следует: если р, п-е простое 
число, то 
Е 6 
Пино Бе 
п > оо Ри 5 
В 1896 г. Адамар и независимо от него Валле-Пуссен допол- 
нили результаты Чебышева, доказав, что существуют пределы: 
х) шх . _ 0 (х 
іт #092225 и іт 209 
< > оо Хх ә оо 
если эти пределы существуют, то они оба = 1. 
А из существования этих пределов следует, что: 


. Из исследований Чебышева следует, что 


Рп | 


где р„, как и раньше, п-е простое число. 

В работе «О квадратичных формах» (1851 г.) Чебышев рассмат- 
ривает формы вида х? — Ду? и ставит задачу: найти критерий 
простоты числа № в зависимости от его представления такой фор- 
мой. Он доказывает теоремы: 

1. Если уравнение х? — Ру? = + М имеет две различных системы 

8 (а=) М 
целых решений х, у в пределах для х от 0 до Јр 01 идляу 


от 0 до ПСА то № — составное. 


Здесь ©, 8 — наименьшее положительное решение уравнения 
2 > НИ 
РА те 08 ттт" 1. 
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2. Если все делители формы х? — Ру? имеют форму Ах? — ш, 
а М, взаимно-простое с Р, имеет вид одного из делителей квадра- 
тичной формы -|- (х? — Ру?), то М простое число, если в пределах 

АНИ И 

фе: = | 287 и у= 0, у= у ОУ имеется только 
одно решение уравнения + (х? — Ри?) = М при х, у взаимно-про- 
стых. Во всех иных случаях число № — составное (х — то же, что и 
в первой теореме). 

Чебышев приводит таблицу форм: + (х? — Бу?) при О = 2, 


3,... 33 вместе с пределами 0". СЕЗУ и с линей- 


ными делителями этих форм. Под конец он исследует число 852019] 
при помощи формы Зи? — х? и выявляет, что это число простое. 
Это число Чебышев взял из одного примера Лежандра (Тһёогіе 
ез потЬгез, +. П, рагі ТУ, $ 17). Лежандр, следуя правилу мате- 
матика Табит-ибн-Курра (1Х в., родом из Месопотамии) образо- 
вания «дружественных чисел» (см. $ 17), приводит числа: 


А = 28 . 8520191, В = 28 . 257 . 33023. 


Эти числа дружественные, если числа 257, 33023, 8520191 — про- 
стые. Лежандр знал, что 257 и 33023 — простые числа, но не 
знал, простое ли число 8520191; простоту этого числа и доказал 
Чебышев. 

$ 80. От изучения свойств целых чисел теория чисел, есте- 
ственно, обратилась к изучению иных родов чисел. Дроби не пред: 
ставляют собой ничего сложного и давно уже были изучены как 
частные целых чисел. Гораздо более сложными являются иррацио- 
нальные числа. Уже давно было обращено внимание на два рода 
иррациональных чисел: числа алгебраические, являющиеся корнями 
алгебраических уравнений с целыми коэффициентами, и числа транс- 
цендентные, не являющиеся корнями никакого алгебраического 
уравнения с целыми коэффициентами. Еще Эйлер в своей книге 
«Введение в анализ» (1744 г.) высказал утверждение, что при ра- 
циональном основании а логарифм любого рационального числа 6, 
не являющегося рациональной степенью числа а, не может быть 
даже числом «иррациональным» (т. е. алгебраическим) и должен 
относиться к количествам трансцендентным. Это утверждение до- 
казано только в наше время. 

Только в 1844 г. Лиувиль доказал существование трансцен- 
дентных чисел, дав необходимый признак для алгебраического- 
числа, а следовательно, и достаточный признак трансцендентности 
числа. 

Алгебраические числа, как более простые, были изучены уже 
в ХІХ столетии. При этом, говоря об алгебраических числах, 
имели в виду корни алгебраических уравнений с целыми коэффи- 
циентами, — независимо от того, вещественны ли эти корни или ком- 
плексны. Обычные рациональные — целые или дробные числа — 
тоже являются частным случаем алгебраических: это — корни алгг- 
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браических уравнений 1-й степени с целыми коэффициентами. Имеет 
место следующая теорема: 

Сумма, разность, произведение и частное алгебраических чи- 
сел — тоже алгебраические числа. Т. е. все алгебраические числа 
составляют поле или область рациональности. 

Среди алгебраических чисел особенно важное значение имеют те, 
которые являются корнями алгебраических уравнений с целыми 
коэффициентами и с высшим коэффициентом, равным единице. 
Корни таких уравнений называются целыми алгебраическими чис- 
лами, причем доказывается, что сумма, разность и произведение 
целых алгебраических чисел — тоже целые алгебраические числа, 
т. е. совокупность всех целых алгебраических чисел есть область 
целости. 

Частное двух целых алгебраических чисел — не всегда целое 
число. Поэтому в области целых алгебраических чисел возникает 
вопрос о делимости: целое число а делится на целое число 6, 


а 
если частное — тоже целое число. Но здесь следует обратить ВНИ- 


В 


мание на два обстоятельства: 
Во-первых, в области всех целых алгебраических чисел нет 
никакого аналога простым числам, т. е. нет «неразложимых» чисел, 


так как если е — целое число, то Ух тоже целое число и 


а = Уа . о. Поэтому нецелесообразно рассматривать целые алге- 
браические числа во всей своей совокупности. Рассматривают обычно 
целые алгебраические числа, являющиеся рациональными функциями 
(с рациональными коэффициентами) от корня 2х некоторого непри- 
водимого уравнения Ё (х) = 0 с целыми коэффициентами, или, как 
говорят, целые числа в алгебраическом поле Р (о), полученном от 
присоединения числа а к области Р всех обычных рациональных 
чисел. 

Во-вторых, существуют целые алгебраические числа, которые 
являются делителями всякого целого алгебраического числа. Это 
именно делители единицы, т. е. такие целые числа є, что и 


| 
ЗЕ целое число, такие числа называются «алгебраическими еди- 


ницами». В области целых рациональных чисел таких единиц только 
две: 1 и —1. В алгебраическом же поле Р (о) алгебраических 
единиц вообще бесчисленное множество. В вопросах делимости 
единичный множитель роли не играет, ибо если целое число 2 де- 
лится на целое число 8, а є и є, — любые алгебраические еди- 
ницы, то а, делится на 8=,. Такие числа, как х и &з:, т. е. отли- 
чающиеся друг от друга единичным множителем, называются 
ассоциированными; в вопросах делимости они играют одну и ту же 
роль и могут быть заменены одно другим. 

В алгебраическом поле Р (о) существуют «неразложимые» целые 
числа, т. е. такие, которые делятся только на «единицы» и на 
ассоциированные с собой числа. Легко доказать, что всякое целое 
число № из Р (а) представляется как произведение таких «нераз- 
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ложимых» чисел. Но такое представление вообще не однозначно, 
поэтому аналогии этих неразложимых чисел с обычными простыми 


числами нет. Например, в области Р(У — 11) имеем два разло- 
жения числа 15: 


15=3.5 = (24+ И П) (2-и); 


числа 3, 5, 2+0 — 1; 2— И — И неразложимы и не ассоции- 
рованы друг с другом. 

Еще Гаусс в 1832 г. в работе «Теория биквадратичных выче- 
тов» *) рассмотрел целые числа в поле Р (1, т. е. числа вида а + Ш 
(«комплексные числа Гаусса»), где а и 6 — обычные целые числа. 
Эйзенщтейн **) рассмотрел целые числа в поле Р (в), где в = 


груз д - р 
= ————у-———— — так называемый первообразный кубический корень 


из единицы, т. е. числа вида а ро, где а, № — обычные це- 
лые числа. 

Обе эти теории — и целых чисел Гаусса, и целых чисел Эйзен- 
штейна — вполне аналогичны теории делимости обычных целых 
чисел. В каждой из них имеется теорема о делении с остатком, 
верен алгорифм Эвклида, есть понятие об общем наибольшем де- 
лителе, а на этом основана однозначность разложения числа на 
неразложимые множители, которая, таким образом, имеет место 
и в поле Р (Г) и в поле Р (о). Заметим, что в поле Р(Г) имеется 
всего четыре алгебраических единицы: + 1 и {рав поле Р (в) — 
шесть алгебраических единиц: + 1, +, + ®?. 

Куммер в 1847 г. ***) в связи со своими исследованиями вели- 
кой теоремы Ферма рассмотрел целые числа в поле Р (=), где 

271 
= = е" — первообразный корень п-й степени из единицы. Оказа- 
лось, что в поле Р (=) при произвольном натуральном п неверна 
теорема об однозначном разложении на неразложимые множители. 
Но ее справедливость восстановится, если ввести подходящим об- 
разом некоторые алгебраические числа, не принадлежащие к полю 
Р (=), которые Куммер назвал «идеальными» числами. 

Но общую теорию целых чисел в любом алгебраическом поле Р (о) 
разработал: Егор Иванович Золотарев (1847—1878) в своей док- 
торской диссертации «Теория целых комплексных чисел с прило- 
жением к интегральному исчислению» (СПб., 1874). 

Е. И. Золотарев родился и учился в Петербурге; в 1867 г. 
кончил Петербургский университет. С 1868 г. преподавал в Петер- 
бургском университете в качестве приват-доцента, в 1876 г. был 
избран профессором Петербургского университета и в том же году — 
адъюнктом Академии наук. Летом 1878 г. Е. И. Золотарев траги- 
чески погиб, попав под паровоз. 

*) Тһеогіа гез1диогит Біс̧иайгаіісогит. (Сеѕ. МегКе, том П). 

**) В журн. СгеПе, т. 27 и 28 


0 Тһеогіе йег ійеајеп Ргітѓакіогеп 4ег Котр!ехеп ДаШеп... Журн. СгеПе, 
т. 35. 
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«Целыми комплексными» числами Золотарев называет целые 
алгебраические числа. Докторская диссертация Золотарева раз- 
деляется на четыре главы: 

Гл. Г. «О функциональных сравнениях». 

Гл. П. «О комплексных единицах». 

Гл. Ш. «Идеальные множители комплексных чисел». 

Гл. ІУ. «Приложение теории комплексных чисел к одному во- 
просу интегрального исчисления». 

Последняя глава к теории чисел не относится. В гл. І изла- 
гается общая теория разложения целочисленных многочленов на 
простые (т. е. неприводимые) множители по модулю р (р — про- 
стое число). В гл. П Золотарев дает свое доказательство теоремы 
Дирикле об алгебраических единицах. Самая важная гл. Ш, пред- 
ставляющая собственные исследования Золотарева. 

Если Р (ә) — данное алгебраическое поле, а — корень неприво- 
димого уравнения Ё (х) = 0 с целыми коэффициентами и высшим 
коэффициентом = 1, а р— обычное простое число, то может слу- 
читься, что Ё (х) — простой (неприводимый) многочлен по модулю р. 
В этом случае, как доказывает Золотарев, произведение целых 
чисел из Р (а) тогда и только тогда делится на р, когда один из 
сомножителей делится на р и число р простое и в области Р (а). 
В противном же случае будет: 


Е (х) =У"У:*... И, рЕ (х), 


где И, И;, ... И, — многочлены, простые по модулю р. 

Если хоть один из показателей т, т}, ... т, больше 1, то, 
как показывает Золотарев, р — делитель дискриминанта О много- 
члена Ё. Если среди простых делителей р дискриминанта ШР име- 
ется такой, для которого Ё; (х) делится по модулю р хоть на один 
множитель И, (при т; > 1), то такой многочлен Ё (х) Золотарев 
назвал «особенным». Случай «особенного» многочлена он рассмот- 
рел позднее; этот случай изложен в его работах «О комплексных 
числах» («Фиг 1еѕ потЬгез сотріехеѕ», 1878) и «О теории комплекс- 
ных чисел» («Зиг Іа еогіе 4ез потЬгез сотр ехез», 1885,— 
посмертная работа). 

Если обычное простое число р— не простое в поле Р (а), то 
Золотарев представляет р состоящим из идеальных простых мно- 


жителей: 
т 


КЕ т т, 
р=т т. '... т, 


Золотарев доказывает, что каждое целое число из поля Р (а) 
содержит идеальные множители только тех простых чисел, которые 
являются делителями его нормы. Так всякое целое число из Р (2), 
однозначно раскладывается на простые идеальные множители. 

Этой своей фундаментальной работой Золотарев положил ос- 
нову общей теории алгебраических чисел. 

Заметим, что только четыре года спустя после Золотарева, в 
1878 г. Дедекинд построил на других основах теорию алгебраиче- 
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ских чисел,— так называемую «теорию идеалов» (в приложении к 
3-му изданию лекций Дирикле по теории чисел). Профессор Петер- 
бургского университета И. И. Иванов (1862—1939) в своей ма- 
гистерской диссертации «К теории целых комплексных чисел» 
(1893 г.) установил эквивалентность теорий алгебраических чисел 
Золотарева и Дедекинда. 

Упомянем еще о совместных работах Золотарева и Коркина *) 
о минимумах положительных квадратичных форм. 

$ 81. Георгий Федосеевич Вороной (1868— 1908) родился в 
Полтавской губернии, учился в Петербургском университете. В своих 
диссертациях — магистерской и докторской — он разработал теорию 
кубических иррациональностей, т. е. алгебраических чисел, являю- 
щихся корнями кубических уравнений с целыми коэффициентами. 

Магистерская диссертация Г. Ф. Вороного «О целых алгебраи- 
ческих числах, зависящих от корня уравнения 3-й степени» (СПб.. 
1894), состоит из трех глав. 

Гл. І. «О комплексных числах по модулю р. Приложение их 
к решению сравнения ХЗ —/Х — 5==0 (той р) при р простом. 
Некоторые вспомогательные величины». 

Здесь дается способ решения сравнений 3-й степени ХЗ — иХ — 
— 5==0 (тоа р) по простому модулю р. Вводятся «комплексные 
числа по модулю р», т. е. числа вида Х + ХЛ, где Х, Х’ — це- 
лые, а і не существующее число, удовлетворяющее сравнению: 
 =М (тор), где № квадратичный невычет числа р. Доказы- 
вается теорема: «Если дискриминант данного сравнения 3-й сте- 
пени —Д = 473 — 2752 — квадратичный невычет числа р, то сравне- 
ние имеет всегда и только одно решение по модулю р; если же 
этот дискриминант — квадратичный вычет числа р, то сравнение 
или имеет три решения, или не имеет ни одного решения». 

Гл. П. «Разыскание трех основных алгебраических чисел, из 
которых сложением и вычитанием получаются все целые алге- 
браические числа, зависящие от корня уравнёния р? = гр -- $». 

Здесь доказывается основная теорема: «Все целые алгебраиче- 
ские числа, зависящие от корня неприводимого уравнения р? = гр -| 5, 
заключаются в форме: 

‚ Е р Е — Г бр + р? 
ое 
где Х, Х’, Х" — любые целые рациональные числа; & — единствен- 
ное решение по модулю ёз сравнений 


23 — 7 — 5==0 (той 8357), 322 — г==0 (тоа 220)». 


(Целые числа 6 и о, постоянные для данного поля, находятся опре- 
деленным образом). 


*) Александр Николаевич Коркин (1837—1908) был профессором Петер- 


университета. О его способе решения сравнений мы уже говорили 
В І 
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Гл. ПІ. «Идеальные множители целых алгебраических чисел, 
зависящих от корня уравнения р? = гр + $5». 

Здесь даются разложения на простые идеальные множители 
всех целых чисел кубической области. 

Докторская диссертация Г. Ф. Вороного «Об одном обобщении 
алгорифма непрерывных дробей» (Варшава, 1896) состоит из пре- 
дисловия и трех отделов. 

Отд. Г. «Последовательные относительные минимумы системы 
ковариантных форм о = ХА-- Х”и и о! = ХА -- Хр при целых 
рациональных значениях переменных». 

Здесь рассматриваются обыкновенные цепные дроби, но с новой 
точки зрения, которая кладется в основу их обобщения. 

Отд. П. «Последовательные относительные минимумы системы 
ковариантных форм о = ХА 4 Х’ы -- ХУ и о = Х( 10 
-- Х’ (т + т") + Х" (п'’-- п"1) при целых рациональных значениях 
переменных». 

Здесь выводятся необходимые и достаточные условия эквива- 
лентности систем ковариантных форм. Полученные результаты при- 
меняются к системам форм, зависящих от корней уравнения 3-й 
степени с отрицательным дискриминантом. Доказывается, что при 
преобразовании таких систем введенным Г. Ф. Вороным алгорифмом 
получается ряд периодически повторяющихся приведенных форм. 
Приводится способ получения основной алгебраической единицы и 
способ определения числа классов неэквивалентных идеалов в дан- 
ной кубической области. 

Отд. ПІ. «Последовательные относительные минимумы системы 
ковариантных форм о = ХА + Хр + Х"У, в’ = ХМ Хи ХУ 
и 0" = ХА Хр" У Х"У" при целых рациональных значениях 
переменных». 

Здесь дается алгорифм преобразования системы ковариантных 
форм, коэффициенты которых зависят от корней уравнения 3-й 
степени с положительным дискриминантом. Доказывается, что по- 
лучается ряд периодически повторяющихся приведенных систем. 
Выводится способ для получения основной системы алгебраических 
единиц и для определения числа классов неэквивалентных идеалов 
данной области. 

В своих исследованиях по теории чисел Г. Ф. Вороной широко при- 
менял геометрические средства. Этот геометрический метод нриме- 
нялся им и в других его работах, а именно: «О некоторых свой- 
ствах совершенных положительных форм» (1907) и «Исследования 
о первообразных параллелоэдрах» (1908); там излагается теория 
квадратичных форм с п переменными. Таким образом Г. Ф. Во- 
роной разделяет с Г. Минковским приоритет по созданию так 
называемой геометрической теории чисел. 

Большое значение имеет работа Г. Ф. Вороного «Об одной 
задаче из теории асимптотических функций» (1908). Здесь рас- 


Ш 
сматривается приближенное вычисление суммы: У т (№), где т (6) — 
В = л 
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число всех делителей числа К (см. $ 16). Геометрически это сво- 
дится к определению количества точек с целыми положительными 
координатами в части плоскости, ограниченной осями координат 
и верхней частью гиперболы ху = п. Дирикле дал следующую 


формулу: 
Ут =м(пт+26—П-+0(Ум) р 


где С = 0,5772|...— так называемая Эйлерова постоянная. 
С помощью довольно сложных вычислений Вороной вывел более 


точную формулу: 


(0) = т(шт-- 26—10) 001 т). 


Рх 
| 
аР 


К работам Вороного тесно примыкают работы советских мате- 
матиков: первые работы И. М. Виноградова, некоторые работы 
Делоне, Житомирского, Венкова. 

Как большого специалиста по теории чисел дореволюционного 
времени следует назвать еще академика Андрея Андреевича Мар- 
кова (1856—1922); он имеет важные работы во многих областях 
математики: и в теории алгебраических непрерывных дробей, и в 
теории конечных разностей, и в теории функций, наименее укло- 
няющихся от нуля, и в особенности в теории вероятностей. В теории 
чисел очень важные работы Маркова — о верхнем пределе мини- 
мумов неопределенных квадратичных форм. 

$ 82. В советское время в нашей стране теория чисел разви- 
валась еще быстрее во всех своих отраслях. Выдающимся специали- 
стом по теории чисел является Иван Матвеевич Виноградов — один из 
крупнейших современных математиков. И. М. Виноградов родился 
в 1891 г., окончил физико-математический факультет Петербургского 
университета; в 1915 г. написал свою первую работу о сумме зна- 
чений символа Лежандра. В 1918—1920 гг. он жил в Перми, 
состоя сначала доцентом, а затем профессором Пермского универ- 
ситета. В конце 1920 г. И. М. Виноградов вернулся в Петроград; 
с 1925 г. он был профессором Ленинградского университета; в ян- 
варе 1929 г. избран действительным членом Академии наук. Вместе 
с Академией наук И. М. Виноградов переехал в Москву, где ра- 
ботает и в настоящее время. В 1941 г. за книгу «Новый метод 
в аналитической теории чисел» ему была присуждена Сталинская 
премия 1-й степени, а в 1945 г. присвоено звание Героя Социалисти- 
ческого Труда. 


РО) | 
& (х) 
о ограниченным, т. е. существует такое постоянное число М > 0, что 
Р(х) | 


8 (х) 
комплексная функция, 7 (х) — вещественная функция > 0. 


*) Символ О (5 (х)) означает такую функцию (х), что при х —> оо 


< М. Здесь х — вещественная переменная, (х) — вещественная или 
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И. М. Виноградов работает главным образом в аналитической 
теории чисел; он ввел в эту область свои, новые методы, оказав- 
шиеся очень плодотворными. 

Первые работы Виноградова посвящены задачам о вычислении 
погрешности приближенных формул, содержащих различные число- 
вые функции. Такова задача Дирикле о числе целых точек в об- 
ласти, ограниченной осями координат и гиперболой ху = п, и за- 
дача о числе целых точек в круге х? - у? < п. Эти задачи решал 
Вороной. Виноградов дал более простой метод, приложимый к 
широкому классу контуров. Первый общий метод решения задач 
такого типа приведен в работе Виноградова «Новый способ для 
получения асимптотических выражений арифметических функций» 
(«Известия АН СССР», 1917). 

Группа работ Виноградова относится к распределению вычетов 
и невычетов данной степени, первообразных корней и т. д. в ариф- 
метических прогрессиях или в интервалах заданной длины. При 
помощи оценок тригонометрических сумм Виноградов выводит ряд 
относящихся сюда теорем. Например: 

1. Наименьший положительный квадратичный невычет для про- 


стого модуля р меньше, чем 
1 


р?" (п р)?. 


2. Наименьший положительный первообразный корень простого 
числа меньше, чем 
2% Ур1пр, 


где К — число различных простых делителей числа р — 1. 

Весьма важные результаты Виноградов получил в так назы- 
ваемой проблеме Уоринга (Магіпе). 

В 1770 г. Уоринг высказал такое утверждение: «Для всякого 
целого показателя п>2 существует такое г = / (п), что всякое 
целое М > 0 может быть представлено в форме 


М 69. Аар (180) 
с целыми х; > 0». 


Первое общее доказательство этой теоремы было дано только 
в 1909 году Гильбертом (НіБегі). Но его метод дает слишком 
большие значения для г. С 1920 по 1926 г. Харди и Литльвуд 
опубликовали шесть мемуаров под заглавием «Ѕоте Ргоепл$ оѓ 
Рагіійо Митегогит» *), где применяют новый общий метод для 
решения аддитивных проблем теории чисел; мемуары І, П, Ш, 
ГУ посвящены проблеме Уоринга. 

Обозначим через С (п) наименьшее значение г при данном п, 
т. е. такое число, что при всяком М> М, (т. е. для достаточно 
больших М) при г = б (п) представление (180) имеет место, тогда 
как при г < С (п) представление (180) не имеет места для бесчис- 


веси 


*) «Некоторые проблемы разложения чисел». 
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ленного множества чисел №. Легко доказывается, что С (п) > в. 
Харди и Литльвуд нашли, что 


с (п) < (п — 2). 27-5. 


И. М. Виноградов начал заниматься проблемой Уоринга с 
1924 г. В 1934 г. он открыл новый метод, который позволил резко 
снизить оценку для С (п). Систематическое изложение этого ме- 
тода И. М. Виноградов дал в книге «Новый метод в аналитиче- 
ской теории чисел» (1937 г.). Формулы, выведенные Виноградовым, 
следующие: 


С (п) < би (шп-- 1) при п>9, (181) 
СО 8 раев. (189) 
1+5 


Вторая формула верна и при п < 9; у = > а 


Формула (181) дает 
С (п) = О (піпи). 


Из формулы (182) получаем: 


С (3) < 13, С (4) < 21, С (5) < 31, 
С (6) < 45, С (7) < 63, С (8) < 81. 


При и = 17 формула (182) точнее, чем (181); при и> 17 
наоборот. 

Для небольших значений п функция С (и) исследовалась особо. 
Так, в 1927 г. Э. Ландау доказал, что С (3) < 8; в 1936 г. Эстер- 
ман, Давенпорт и Хейльброн показали, что С (4) = 17. В гл. МІ, 
$ 74 мы видели, что (О (2) = 4; это точное значение для С (2), 
ибо числа вида 8р + 7 не представляются в виде сумм трех квад- 
ратов. 

Наконец, как уже упоминалось в конце $ 14, И. М. Виногра- 
дов в 1937 г. решил и знаменитую проблему Гольдбаха, доказав 
теорему о том, что всякое нечетное число Л, большее некоторого 
предела №, может быть представлено в виде суммы трех про- 
стых чисел. Отсюда непосредственно следует, что всякое четное 
число №; большее некоторого предела №, может быть представ- 
лено в виде суммы четырех простых чисел. 

Эта теорема в течение почти двухсот лет не поддавалась 
усилиям весьма больших специалистов; в 1912 году Э. Ландау 
высказал мнение, что проблема Гольдбаха недоступна средствам 
современной математики. 

В 1930 году советский математик Лев Генрихович Шнирельман 
(1905—1938) доказал, что всякое целое число >> 1 есть сумма огра- 
ниченного числа простых чисел; однако граница для этого числа 
была очень велика. В последующем эта граница была уменьшена 
до 67; но результат Виноградова снизил ее до 4. 
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Идея доказательства Виноградова следующая: известно, что 


интеграл 
1 


| е2чіеһда, (183) 

0 
где й — целое число, равен нулю при й + 0 и равен 1 при й =0. 
Пусть дано любое нечетное число М >> 0 и пусть рі, р», рз три 
простых числа, меньших чем №. Возьмем й = р; - р + рз – Ми 
подставим в (183), если полученный таким образом интеграл ока- 
жется отличным от нуля, то это будет означать, что М = ру + р. + 


- рз. 


Возьмем теперь сумму: 


1 


1 
һ- У У У јео (У ечеи 
р.=№ р, № рМ 0 0 р=м 


где р пробегает все простые числа < Л. Если мы докажем, что 
этот интеграл Гу положителен (не равен нулю), то тем самым бу- 
дет доказано, что всякое целое число № > 0 представляется как 
сумма трех простых чисел. Если, кроме того, мы найдем прибли- 
женное значение интеграла /м, то этим будет найдено приближенно 
и число различных представлений М№ в виде суммы трех простых 
чисел. Виноградову удалось доказать, что [м > 0, и найти его 
приближенное значение для всех достаточно больших целых чисел 


М> №. 


Относительно числа №, («постоянная Виноградова») К. Г. Бо- 
роздкин в 1939 г. показал, что 


41 96 
д 


е 
М <е° е 


Н. Г. Чудаков в 1938 г. доказал, что «почти все» четные числа 
представляются как суммы двух нечетных простых чисел. Это озна- 
чает: если у (х) — число тех четных чисел < х, которые не пред- 
ставляются как суммы двух простых чисел, то Нт 09 = 0. 

Хх» оо 

Ю. В. Линник в 1946 г. дал иное доказательство теоремы Гольд- 
баха — Виноградова. 

$ 83. В начале $ 80 мы упоминали о трансцендентных числах, 
о том, что их существование было доказано Лиувиллем в 1844 г. 
Другое доказательство существования трансцендентных чисел дал 
Георг Кантор (в 70-х годах Х[Х в.), доказав, что множество всех 
алгебраических чисел — счетное, тогда как множество всех вещест- 
венных чисел даже в данном конечном интервале (хотя бы от 0 
до 1) несчетное. Отсюда следует не только существование транс- 
цендентных чисел, но и тот факт, что их множество несчетное, 
т. е. их, так сказать, гораздо «больше», чем алгебраических чисел. 
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В 1873 г. Эрмит доказал, что ё (основание натуральных лога- 
рифмов) — число трансцендентное. В 1882 г. Линдеман доказал 
трансцендентность числа т. Русский математик Андрей Андреевич 
Марков в 1883 г. упростил эти доказательства. 

После этого в течение свыше 40 лет почти никаких результа- 
тов в области теории трансцендентных чисел не было получено. 
В 1900 г. на Всемирном конгрессе математиков Д. Гильберт по- 
ставил 23 математических проблемы, решение которых требовало 
разработки новых методов. Седьмая из этих проблем Гильберта 
следующая: если а = | — любое алгебраическое число, а В — лю- 
бое алгебраическое иррациональное число, то будет ли оё алге- 
браическим или трансцендентным числом? В частности, являются ли 
ои е" — трансцендентными числами? 

Упомянем еще статью Д. Д. Мордухай-Болтовского (1876—1952) 
«К теории трансцендентных чисел» (1919), где доказывается транс- 
цендентность корня уравнения: 

ХЭ х в 
а, — @Х -- а, орг — @з уг А... іп іп, = 0, 
где все а; > 0 целые и Ё< а; < Е (а; ограничены сверху и снизу). 

В 1929—30 гг. московский математик Александр Осипович Гель- 

фонд (род. в 1906 г.) доказал, что если х — алгебраическое число, 


а Р > 0 целое число, то 212 — трансцендентное число. В том же 
1930 г. ленинградский математик Родион Осиевич Кузьмин (1891 — 
1950) показал, что результат Гельфонда распространяется на слу- 
чай вещественного показателя, т. е. при алгебраическом х и целом 


р> 0 число аР 


дентность чисел 272 иет (ибо е" = (—1)—") Е 

В 1934 г. Гельфонд, углубив свой метод, дал доказательство 
трансцендентности чисел а?, где а — алгебраическое число, отлич- 
ное от О и І, а В — алгебраическое иррациональное число; этим 
седьмая проблема Гильберта была полностью решена Гельфондом. 

$ 84. Из других советских математиков, работавших в области 
теории чисел, назовем следующих: 

Борис Николаевич Делоне (род. в 1890 г.) еще в 1922 г. дал пол- 
ное решение уравнения ах? | у3 = 1 (а — целое число), доказав, 
что кроме тривиального решения (х == 0, у = 1) оно может иметь 
не более одного решения в целых числах. Весьма большой не только 
теоретический, но и практический интерес имеют исследования Де- 
лоне по приложению теории тройничных квадратичных форм к кри- 
сталлографии, а также его исследования по геометрии чисел (ряд 
работ 30-х годов). 

Николай Григорьевич Чеботарев (1894—1947), выдающийся со- 
ветский алгебраист, имеет работы, относящиеся и к теории чисел. 
Он доказал существование бесконечного числа простых идеалов 
алгебраического поля, принадлежащих к данной подстановке. Это 


трансцендентное. Этим была доказана трансцен- 


*) Трансцендентность числа е" доказал уже Гельфонд. 
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является обобщением известной теоремы Дирикле о бесчисленном 
множестве простых чисел в арифметической прогрессии (см. ко- 
нец $ 15). 

Александр Яковлевич Хинчин (род. в 1894 г.) имеет ряд важных 
работ в так называемой метрической теории Диофантовых прибли- 
жений. 

Большим специалистом по теории чисел является также Борис 
Алексеевич Венков (род. в 1900 г.), имеющий важные исследования 
в теории тройничных форм и в арифметике кватернионов. Известна 
также его обзорная монография «Элементарная теория чисел» 
(1937 г.) 

Желающим подробнее ознакомиться с достижениями советских 
математиков в области теории чисел можно рекомендовать книгу 
«Математика в СССР за тридцать лет» (1917—1947), раздел «Тео- 
рия чисел». 


УЧЕБНИКИ И ПОСОБИЯ ПО ТЕОРИИ ЧИСЕЛ. 


И. В. Арнольд. Теория чисел. Пособие для пединститутов. Учпедгиз, 1939. 

И. Г. Башмакова. Обоснование теории делимости в трудах Е. И. Золота- 
рева. «Историко-математические исследования», вып. 11, стр. 233—351. 

В. П. Вельмин. Введение в теорию алгебраических чисел. Варшава, 1913. 

Б. А. Венков. Элементарная теория чисел. ГТТИ, 1937. 

И. М. Виноградов. Основы теории чисел. 6-ое изд. 1953. 

И. М. Виноградов. Новый метод в аналитической теории чисел. Изд. Ака- 
демии наук СССР, 1937. 

Э. Гекке. Лекции по теории алгебраических чисел. ГТТИ, 1940. 

А. О. Гельфонд. Трансцендентные и алгебраические числа. ГТТИ, 1952. 

Д. А. Граве. Элементарный курс теории чисел. Киев, 1913. 

Д. А. Граве. Арифметическая теория алгебраических величин. Том І. 
Квадратичная область. 1909—10 г. Киев, 1910 (литогр.) 

Б. Н. Делоне. Петербургская школа теории чисел. Изд. Академии наук 
СССР, 1947. 

Л. Е. Диксон. Введение в теорию чисел. Вып. 1. Изд. Академии наук 
Грузинской ССР, 1941. 

П. Г. Лежен-Дирикле. Лекции по теории чисел в обработке и с добавле- 
ниями Р. Дедекинда. Перев. с немецкого под ред. Б. И. Сегала с приложе- 
нан статьи Б. Н. Делоне «Геометрия бинарных квадратичных форм». ОНТИ, 
1936. 

Г. И. Дринфельд. Трансцендентность чисел т и е. Изд. Харьковского гос. 
университета, 1952. 

Д. Ф. Егоров. Элементы теории чисел. ГИЗ, 1923. 

И. И. Иванов. Теория чисел. Литогр. изд. СПб., 1910. 

А. Е. Ингам. Распределение простых чисел. Перев. с англ. Райкова. 
ОНТИ, 1936. 

Ю. В. Сохоцкий. Высшая алгебра. Часть вторая. Начала теории чисел. 
СПб., 1888. 

А. Я. Хинчин. Великая теорема Ферма. Изд. 2-е. ГТТИ, 1932. 

А. Я. Хинчин. Три жемчужины теории чисел. Гостехизд., 1947. 

П. Л. Чебышев. Теория сравнений. Изд. ПТ. СПб., 1901. 

Н. Г. Чудаков. Введение в теорию /-функций Дирихле, Гостехизд., 1947. 


ТАБЛИЦЫ ПЕРВООБРАЗНЫХ КОРНЕЙ И ИНДЕКСОВ 
Простое число 5. 


Первообразные корни: 2, 3. 
Основание 2. 


] М. 
М 1234 1 1234 
] 4132 М. 2431 


Простое число 7. 


Первообразные корни: 3, 5. 
Основание 3. 


Г. М. 
М. 123456 І. 12345 6 
[. 6214053 М. 32645 1 


Простое число 11. 


Первообразные корни: 2, 6, 7, 8. 
Основание 2. 


15 М. 
М. 12345678910 ]. 1234 5678910 
1. 1018249736 5 М. |2485 09736 1 


Простое число 13. 


Первообразные корни: 2, 6, 7, 11. 
Основание 6, 


[; М. 
м. от234|56789 [0123 4|5 6789 
0 125 8091734 0 6 10 8 91212735 
11211 6 11411 1 
Простое число 17. 
Первообразные корни: 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14. 
Основание 10. 
1. М. 
м. [0123456789 0123456789 
0 16 101147 5 914 6 0 10 15446950 7 
11113 15 12 312 8 1123131 812 1 
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Простое число 19. 


Первообразные корни: 2, 3, 10, 13, 14, 15. 
Основание 10. 


]. 


К. [0123456789 . [о 1 ГЕ 
0 18 17 5 16 |2 412 15 10 1 10 51261311 15 17 18 
1116 31311] 7 14 8 9 1 [914 7131618 4 21 
Простое число 23. 
Первообразные корни: 5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21. 
Основание |0. 

1. М. 
М10123456789 110128 4156789 
0 22 82016 15 621 2 18 0 10 81118 19 614 220 
11131 12 713 10 17 4 5 1 116 22 13 15 1215 417 9 9] 
2191911 21827 0 

Простое число 29. 
Первообразные корни: 2, 3, 8, 10, 11, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 27. 
Основание 10. 
Г. М. 
М. 0123456789 [10123456789 
0 28 П 27 22 |18 1020 556 0 10 13 14 241822 17 25 18 
1112321 2 3117 16 7 915 1 |6 220 26 28 19 16 15 5721 
2 112 19 624 418 13 25 14 91719 411 23 |27 931 
Простое число 31. 
Первообразные корни: 3, 11, 12, 13, 17, 21, 22, 24. 
Основание 17. 

І. М. 

М. 0123456789 [10123456789 
0 30 12 13 24 120 25 4 626 0 17 10 15 7126 812 18 27 
11229 723 161318 1 8 22 1 125 22 2 320 30 14 21 16 24 
2 |14 17 1121 19 110 5 928 27 2 1523 1913 416 92928 11 
3 115 3 |1 
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Простое число 37. 
Первообразные корни: 2, 5, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 35. 
Основание 5. 
]. М. 


[.10123456789 


—————_—_—,А,3А3АССАСЫАЫ————: ——_-———ыыы—ыы———ые=—ые=ые=—еые_ ——ы—ы—————ыЫы—ыыыыыы—ы—ы——————————ыы—————ы———ыы——=——=="——ы—. 


0 36 11 34 22| 1 9 28 33 32 0 5 25 14 33117 11 18 16 6 
1 [12 6 20 13 335 8 5 725 1 |30 2 10 13 28 29 34 22 36 32 
2 |93 26 17 21 31| 2 24 30 14 15 2 |12 23 4 20 26| 19 21 31 7 35 
3 |10 27 19 4 16 29 18 3 |27 24 9 8 3115 1 


Простое число 41. 
Первообразные корни: 6,7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 28, 29, 30, 34, 35, 
Основание 6. 


М. 
М. 10123456789 1.10123 41 5 67 8 9 
0 40 26 15 12 | 29 139 38 30 0 6 36 11 25 |27 39 29 10 19 
118 32731 25 |37 24 33 16 9 1 [32 28 4 24 21| 3 18 26 33 34 
2 |34 14 29 36 13| 417 51 7 2 |40 35 5 30 16 14 2123122 
3 |23 28 10 18 19121 2 32 35 6 3 | 9 13 37 17 20 38 23 15 8 7 
4 [20 41] 


Простое число 43. 
Первообразные корни: 3, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34. 
Основание 28 а 


М0 123456789 1.101293 415 6789 


а | | ——————————————_—_—_—_—— о | АҺ | ———ы——=—ы—ые=е—ые=-_- 


0 42 39 17 36| о 14 733 34 0 28 10 22 14| 511 7 24 27 
112 61140 4122 30 16 31 29 1 |125 12 35 34 63917 34130 
2 14124 320 8 1037 9 125 2 |23 42 15 33 21| 29 38 32 36 19 
3 [19 32 27 23 13 |12 28 35 26 15 3 |16 18 31 8 937 42640 2 
4 |38 18 21 4 11320 1 


Простое число 47. 
Первообразные корни: 5, 10, 11, 13, 15, 19, 20, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 
33, 35, 38, 39, 40, 41, 43, 44, 45. 


М. 
Е | 0123456789 


Основание 10. 
Г. 


ааекяььььить» | помилован пд шанс оза аро ааа поить О ОЛИНИШИНИ ӘНӘ 


46 30 18 14 [17 2 38 44 36 
1 27 32 3З 22 |35 28 42 20 29 
31 1011 39 16 34 33 8 643 
19 5 1245 26| 9 424 13 21 
15 25 40 37 41| 7 23 


0 10 6 13 36 31 28 45 27 35 
1 [21 22 32 38 41402 5 330 
2 |18 39 14 46 37 |41 34 11 16 19 
31220 12 26 25 |15 943 723 
4 |42 44 17 29 833 1 


права чит рии 


> о м - > 
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Простое число 53. 


Первообразные корни: 2, 3, 5, 8, 12, 14, 18, 19, 20, 21, 22, 26, 27, 31, 
32, 33, 34, 35, 39, 41, 45, 48, 50, 51. 
Основание 96. 


Г. М. 
01234056789 1.10123456789 


26 40 33 10| 48 29 12 47 З 
25 14 46 30 38 | 34 36 35 922 
42 32 37 8 491 25227 13 20 
43 5 24 41 6650 28 39 7 23 
15 19 17 18 44 |31 11 21 16 45 
451 1 


52 25 9 50 |31 34 38 23 18 
4 46 7 28 11 |40 48 42 43 41 
29 47 19 39 32 |10 1 27 36 6 
13 45 21 3 15|17 16 22 14 37 
2 33 20 30 44 |49 12 8 5 24 
35 51 26 


лою о | й 
сл ә со м м о 


Простое число 59. 


Первообразные корни: 2, 6, 8, 10, 11, 13, 14, 18, 23, 24, 30, 31, 32, 33, 
34, 37, 38, 39, 40, 42, 43, 44, 47, 50, 59, 54, 55, 56. 


Основание 10. 


М. 
| 0123456789 


А АА—А«С/АЗ/ АА / Е /————ы—ы——«Э„— | | 


0 58 25 32 50 |34 57 44 17 6 0 10 41 56 29 |54 921 15 32 
1 1 45 24 23 11| 8 42 14 31 22 1 |25 14 22 43 17 | 52 48 8 21 33 
2 1926 18 12 27 49 |10 48 38 36 4 2 |35 55 19 13 12| 2 20 23 53 58 
3 133 7 9 19 39 20 56 41 47 55 3 149 18 3 30 5 |50 28 44 27 34 
4 4 
5 5 


51 243 13 37140 52 53 16 30 45 37 16 42 7111 51 38 26 24 
35 46 15 28 5121 354 29 4 40 46 47 57 | 39 36 6 1 


Простое число 61. 


Первообразные корни: 2, 6, 7, 10, 17, 18, 26, 30, 31, 35, 43, 44, 51, 
54, 55, 59. 
Основание 10. 


|а | ——— ААС А —/——АЭЗ———ы—ы—ыыее—ыы—=—=—е—.“.ь- 


0 60 47 42 34 | 14 29 23 21 24 0 10 39 24 57 [21 27 26 16 38 
| 1 45 16 20 10156 8 49 1 22 1 114 18 58 31 5 |50 12 59 41 44 
2 |48 о 32 39 328 7 657 25 2 |13 819 7 9 29 46 33 25 6 
3 |43 13 55 27 36 | 37 58 33 9 2 3 [60 51 22 37 4140 34 35 45 23 
4 |35 18 52 41 19 38 26 40 50 46 4 |47 43 353056111 49 2 20 17 
5 |15 31 54 51 53 | 59 44 4 12 17 5 |48 53 42 54 52| 32 15 28 36 55 
6 |30 6 |1 


идеи питон чо шило риоя пуб еж 
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Первообразные 


Основание 19. 


Простое число 67. 
корни: 2, 7, 11, 12, 13, 18, 20, 28, 31, 32, 34, 41, 44, 46, 
48, 50, 51, 57, 61, 63. 


М. 


234056789 


— | | А |08 АА ——А——-— 


66 29 958 
261 123 36 
31 16 24 20 30 
11 43 13 437 
60 19 45 63 53 
41 17 15 356 
40 5 6 25 42 


Первообразные 


Основание 62. 
Г. 


39 38 721 18 
48 50 8 47 26 
12 52 27 65 22 
46 10 44 55 32 
57 49 64 59 14 
34 28 35 51 54 
62 33 


12 10 53 33 
36 30 25 32 49 
23 829 13 22 
24 20 39 66 55 
60 50 64 31 37 
16 58 26 44 59 
40 11 65 43 47 


Простое число 71. 
корни: 7, 11, 13, 21, 22, 28, 31, 33, 385, 42, 44, 47, 52, 
53, 55, 56, 59, 61, 62, 63, 65, 67, 68, 69. 


М. 


61 62 717 3 
52 2151 941 
63 19 27 56 2 
57 14 34 6 5 
42 35 18 15 46 
38 54 45 4 48 
28 1 


234656789 


| ини | ити и тот а || 


чоаяаяь оо > 


чо яь оф ь > 


Е 


70 58 18 46 
2 43 64 27 21 
60 51 31 5 52 
20 13 10 61 65 
48 55 39 44 19 
16 25 359 42 
8 37 169 68 
35 


Основание 5. 
] 


72 8 616 
9 55 22 59 41 
17 39 63 46 30 
15 11 40 61 29 
25 447 51 71 
10 27 353 26 
23 58 19 45 48 
42 44 36 


14 6 33 34 36 
32 22 7 24 38 
28 1554 9 4 
47 12 30 26 45 
50 63 17 40 66 
ої 67 56 62 29 
41 49 11 53 23 


мо льо мын со 


62 10 52 29 
32 67 36 31 5 
30 14 16 69 18 
37 22 15 7 8 
48 65 54 11 43 
45 21 24 68 27 
20 33 58 46 12 

| 


Простое число 73. 
Первообразные корни: 5, 11, 13, 14, 15, 20, 26, 28, 29, 31, 33, 34, 39, 
40, 42, 44, 45, 47, 53, 58, 59, 60, 62, 68. 


1 14 33 24 12 
т 32 21 20 62 
2 67 18 49 35 
34 28 64 70 65 
13 54 31 38 66 
56 57 68 43 5 
60 69 50 37 52 


Я о позе 


М. 


5 25 52 41 
50 31 945 6 
18 17 12 60 8 
24 47 16 7 35 
32 14 70 58 71 
67 43 69 53 46 
65 33 19 22 37 
38 44 1 


23 6 17 60 28 
26 50 47 344 
51 38 13 25 59 
70 961 19 42 
39 4 35 40 66 
41 57 55 253 
34 49 56 64 63 


234056789 


—————————ыы—ыы—ы—ы—ы—“—=—ы—=ы—»—“———ы—ы—— | ааа 


59 3 15 20 
30 4 20 27 62 
40 54 51 36 34 
29 72 68 48 21 
63 23 42 64 28 
11 55 56 61 13 
39 49 26 57 66 


ФФ әл ъ о м 


мамина | опытное ими | ае 


ою чо ям о ъ - > 


Первообразные 


Основание 99. 
Г. 


01234 


78 50 71 22 

6 70 15 74 69 

56 12 42 52 65 
77 76 16 63 59 
28 21 62 
40 2 18 
49 75 48 
25 33 58 


47 14 
7 29 
5 66 
4 73 


Первообразные 


Основание 50. 
Г. 
234 


82 352 6 
2 72 58 67 27 
о 76 75 16 61 
54 32 15 42 7 
8 38 79 49 78 
1 56 73 13 77 
57 34 35 46 18 
26 17 31 43 63 
11 44 41 


Простое число 79. 


корни: 3, 6, 7, 28, 29, 30, 34, 35, 37, 39, 43, 47, 48, 53, 
54, 59, 60, 63, 66, 68, 70, 74, 75, 77. 


56789 


34 43 19 72 64 
27 44 936 10 
68 46 57 41 | 
53 823 60 67 
20 24 55 37 38 
26 13 35 17 
30 35 54 31 45 
61 32 11 39 


зом Б шо нм 


М. 
0 1 


29 51 57 73 
19 77 21 56 44 
45 41 
65 68 76 71 5 
50 28 22 6 16 
2 58 23 35 67 
38 75 42 33 9 


4 37 46 


11 3874 13 


Простое число 83. 


23456789 


63 10 53 36 17 
12 32 59 52 7 
70 55 15 40 54 
66 18 48 49 78 
69 26 43 62 60 
47 20 27 72 34 
24 64 39 25 14 
61 31 30 1 


корни: 2, 5, 6, 8, 13, 14, 15, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 34, 
35, 39, 42, 43, 45, 46, 47, 50, 52, 53, 54, 55, 56, 
57, 58, 60, 62, 66, 67, 71, 72, 73, 74, 76, 79, 80. 


81 55 24 922 
51 12 4 25 59 
80 70 74 30 36 
23 28 60 62 37 
21 19 69 64 48 
71 33 29 39 20 
66 45 53 10 68 
50 65 14 40 47 


М. 


23406789 


ыы ини | ьоло 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
Т 
8 


50 10 217 
68 80 16 53 77 
59 45 935 7 
28 72 31 56 61 
78 82 33 73 81 
75 15 3 67 30 
37 24 38 74 48 
26 55 11 52 27 
25 5 І 


20 4 34 40 8 
32 23 71 64 46 
18 70 14 36 57 
62 29 39 41 58 
66 63 79 49 43 
6 51 60 12 19 
76 65 13 69 47 
22 21 54 44 42 
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Первообразные 


Основание 30. 


Простое число 89. 


корни: 3, 6, 7, 13, 14, 15, 19, 23, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 
31, 33, 35, 38, 41, 43, 46, 48, 51, 54, 56, 58, 59, 
60, 61, 62, 63, 65, 66, 70, 74, 75, 76, 82, 83, 86. 


ААА |а —_—ы——ы—ыы—_— А | а наь 


о чо мк о = 


88 72 87 56 

2 455 65 79 

74 6 76 31 39 
157 8 366 

58 67 78 59 60 
20 81 33 10 69 
73 19 41 5 80 
9 26 38 68 61 

42 84 51 27 62 


Первообразные 


Основание 10. 


18 71 7 40 86 
17 24 82 70 53 
36 49 85 63 29 
25 54 77 37 64 
16 15 34 23 14 
22 47 52 13 45 
83 75 32 50 30 
35 21 11 48 46 
12 43 28 44 


о чо мямь ор о 


30 10 33 И 
53 77 85 58 49 
50 76 55 48 16 
69 23 67 52 47 
8 62 80 86 88 
68 82 57 19 36 
44 74 84 28 39 
18 6 26020 
64 51 17 65 81 


Простое число 97. 


корни: 5, 7, 10, 13, 
39, 40, 41, 56, 57, 58, 59, 60, 68, 71, 74, 76, 80, 
82, 83, 84, 87, 90, 92. 


М. 


63 21 7 32 70 
46 45 15 5 61 
35 71 83 87 29 
75 25 38 72 24 
59 79 56 78 26 
12 431 40 43 
13 34 41 73 54 
66 22 37 42 14 
27931 


14, 15, 17, 21, 23, 26, 29, 37, 38, 


23406789 


——————ы—ы——ы—ы=—=—_<—“м——ы—ыЫыыы——ы——е—е—е.ь ——_—_—— | А0] 


96 86 2 76 

1 82 78 83 43 

87 55 72 79 68 
З 26 46 84 9 

Т7 Т1 45 44 62 
12 21 63 14 92 
89 32 16 57 36 
54 25 70 20 31 
67 861 91 35 
5 40 59 28 50 


11 88 53 66 4 
13 56 19 90 27 
22 73 633 47 
64 80 41 17 85 
15 69 60 58 10 
93 23 29 37 65 
94 74 51 95 81 
24 7 39 75 42 
30 34 49 52 18 
38 48 


10 330 9 
49 5 50 15 53 
73 51 25 56 75 
85 74 61 28 86 
91 37 79 14 43 
94 67 88 770 
47 82 44 52 35 
72 41 22 26 66 
36 69 11 13 33 
18 83 54 55 65 


00 27 76 81 34 
45 62 38 89 17 
71 31 19 93 57 
84 64 58 95 77 
42 32 29 96 87 
21 16 63 48 92 
59 880 24 46 
18 440 12 23 
39 220 660 
68 1 
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Стра- 
ница 


132 
153 


153 
159 
162 


ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ 


Строка Напечатано Должно быть 


13 снизу | а, [(а + гр)" —@аш] | а [(а + гр)" —а"] 
6 сверху ттт г 


п+1 
14 , сравнение сравнения 
15 , (и — 1)! (р — 1)! 
13 снизу 2, 5, 20А - 3, 2, 5, 2064-1, 206-3, 
з, 12, —13. 12, — 13, 19, 44. 


15 и 16 | г) +9; д) +6; +17; | г) +9; д) +6: 17; 
сверху --26; +44. +926; +44. 


6 снизу 6) --23. б) +23. 
15 сверху хуз + ХИ Хауз + Хәу1 
14 , 24 не делится на 4. | 2р не делится на 4. 


А. К. Сушкевич. „Теория чисел“. 


